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Librairie J.-B. BAILLIÈRE et Fils, 19, rue Hautefeuille. 
(Suite) 


Etude stratigraphique sur le Jurassique inférieur du 
Jura méridional, par Attale Rice, docteur ès 
sciences, chef des travaux de géologie, 2 pl. hors 
texte. (Fasc. 10). PA RARE MID (TS 

Btude expérimentale sur les propriétes attribuées à 
la tuberculine de M. Koch, faite au laboratoire 
‘le médecine expérimentale et comparée de la 
Faculté de Médecine, par M. le professeur Ar- 
LOING, M. le D' Roner, agrégé, et M. le D' Crur- 
MONT, agrégé, avec 4 planches en couleurs. 
(RasciLD)EANE AD à 40 fr. 

Histologie comparée des Ebénacees dans ses rap- 
ports avec la Morphologie et l’histoire généalogique 
de ces plantes, par Paul PARMENTIER, professeur 
de l’Université, avec 4 planches hors texte. 
(Fasc. 12) D AN DT en eq & fr. 

Recherches sur la production et la localisation du 
Tanin chez les fruits comestibles fournis par la 
famille des Pomacées, par Mlle A. Mavoux, élève 

,. de la Faculté des Sciences, 2 planches hors texte. 
CRQS CAS) ANR ERNEST EN AEER 3 fr. 

Etude surle Bilharzia hæmatobia et la Bilharziose, 

‘ par M. Lorrer, doyen de la Faculté de médecine- 
et M. ViALLETON, professeur à la Faculté de mé, 
decine de l’Université de Montpellier, 8 plan- 


ches hors texte et 8 figures dans le texte, 
CHA SCENE ERNNRETSES AU EER k 410 fr. 
Monographie de la Faune lacustre de l'Eocène 


moyen, par Frédéric Roman, docteur ès sciences, 
préparat. de géologie à l’Université de Lyon, avec 
3 fig. et 3 pl. horstexte. (I, asc. 1er) 5 fr. 
Etudes sur le Polymorphisme des Champignons, in- 
fluence du milieu,par Jean BeAuveRie, docteur ès 
sciences, prépar. de botan. Faculté des Sciences de 
Lyon,avec75gr.dansletexte.(Il, Fasc. 3). "7 fr.50 


L'Homme quatecnaire dans le Bassin du Rhône, 
Etuite géologique et anthropologique, par 
Ernest CHanrre, docteur es sciences, sous- 


directeur du Muséum, avec 74 figures dans le 
texte (APS NA) EN M ORNE GET 
La Botanique à Lyon avant la Révolution et l’histoire 
du Jardin botanique municipal de cette ville, par 
M. GÉRARD, professeur à la Faculté des Sciences, 
avec 9 fig. dans le texte et 1 pl. hors texte. 
CHIQS CO SET NME NREURE ‘3 fr. 50 
Physiologie comparee de la Marmotte, par le Dr Ra- 
phaël Dugois, professeur à la Facultédes Sciences. 
avec 119 figures et 125 planches hors texte, 
(AGS CALE SN) TORRENT ARE 15 fr. 
Etudes sur les terrains tertiaires du Dauphiné, de 
la Savoie, et de la Suisse occidentale, par 
H. Douxami, docteur ès sciences, professeur au 
Lycée de Lyon, avec 6 planches hors texte et 
ol figures. (asc 27) NON 6 fr. 
Recherches physiologiques sur l'appareil respiratoire 
des oiseaux, par J.-M. Soum, docteur ès sciences, 
professeur au Lycée de Bordeaux, avec 40 figures 
dans le texle. (Fasc. 28) ; 3 fr. 50 
Résultats scientifiques de la campagne du « Caudan» 
dans le solfe de Gascogne (août-septembre 1895) 


0 


par R. KœxLer, professeur de zoologie à la 
Faculté des Sciences. (Fasc. 26). 
Fascicule I, 1 vol. in-80 avec 6 pl. . . 6 fr. 
Fascicule IT. 4 vol, in-80 avec 41 pl 6 fr. 
Fascicule TX. 1 vol. in-8° avec 21 pl. 20 fr. 
Anatomie pathologique du système lymphatique 
dans la sphère des néoplasmes malins, par le 
Dr GC. REeGau», chef des travaux. et le Dr F. Bar- 
JON, préparateur d'anatomie générale et d'histo- 
logie à la Faculté de médecine (Mémoire couronné 


Lyon. — Imprimerie A. REY, 4, rue Gentil. — 44899 


par l’Académie de médecine), avec 4 pl. hor 
texte HAS C NS A) EE RONEMEENENPRRE 
Recherches stratigraphiques et paléontologique 
dans le Bas-Languedoc, par Frédéric Rom 
docteur ès sciences, préparateur de géologie à | 
Faculté, avec 40 figures dans le texte et 9 plan 
. ches hors texte. (Fasc. 34). . .… 8f 
Etude du champ électrique de l’atmosphère, pa 
Georges LE ÉADET, docteur ès sciences, assistan 
à l'Observatoire de Lyon, 3 fig. et 10 pl. dans | 
texte (NaSC. 30) EN RER IG EE 
Les formes épitoques et l’Evolution des Cirratulien 
par Maurice CauLrerx, maître de confér. à 1 
Faculté des Sciences, et Félix MEsnir, chef d 
Laboratoire à l’Institut Pasteur, 6 pl. hors texte@ 
(Pasc: 39) ES ORNE 7 fr. 50 


Etude géologique et paléontologique du Carbonifèr 
inférieur du Mâconnais, par A. VArrIER, docteu 
en médecine et docteur ès sciences, avec 11 figures 
et 12 planches hors texte. (1, Fasc. 7). 8 fr 


Contributions à l’Embryologie des Nématodes, pai 
A. Conre, docteur ès sciences, prépar. de Zoo 
logie à l'Université de Lyon. (I, Fasc. 8). 5 fr 

Contributions à l’étude des larves et des métamor 
phoses des diptères, par C. Vaney, docteur és 
sciences, agrégé des sciences naturelles, chef des 
travaux de Zoologie à l’Universite de Lyon 
(L'Fasc. 9). Sn GR TU . G fr Ru 

Contribution à l’étude de la classe des Nymphéinées@ 
par J.-B.-J. CairFLor, docteur es sciences natu 
relles, liceucié ès sciences physiques, chef des 
Travaux de Botanique à la Faculté des sciences, 
sous-directeur du Jardin botanique dela Viile,/@ 
214 figures dans le texte. (I, Fasc. 10). 7 fr. 50H 


Monographie géologique et paléontologique des Cor- 
bières orientales, par Louis DonciEux, docteur 
ès sciences, Collaborateur auxiliaire au service de 
la carte géologique de Franee, avec 69 figures@ 
dans le texte, 7 planches hors texte et une cartel 
géologique. (1, Fasc. 11). +: : … . … 8h 

Contribution à l’étude des composés diazoamidés, par 
Louis MEUNIER, docteur ès sciences, chef des tra- 
vaux de chimie à la Faculté des sciences de l'Uui- 
versité de Lyon. (EL, Fasc. 13) . . . 5tr 


Etude stratigraphique et paléontologique sur la 
Zone à Lioceras concavum du Mont d'Or lyonnais, 
par Attale Rice, docteur ès sciences, charge 
d’un cours complémentaire de Géologie à la Ka-| 
culté des sciences de l’Université de Lyon, avec 
7 figures dans le texte et 11 planches hors texte} 
(asc 12) 00 He rez fr 200) 

Catalogue descriptif des Fossiles nummulitiques de 
l’Aude et de l'Hérault — PREMIÈRE PARTIE : 
Montagne noire et Minervois, par Luuis Donaeux,| 
docteur es sciences, préparateur-adjoint au La- 
boratoire de géologie de la Faculté des sciences} 
de Lyon ; en collaboration avec MM. J. Mrquer| 
et J, LAMBERT, avec 3 figures dans le texte et 
5 planches hors texte (I, Fasc. 17) . 6 tr. | 

Minéralogie des départements du Rhône et de la Loire, 
par Ferdinand Gonnarp, ingénieur des Arts et 
Manufactures, avec 31 figures intercalées dans 
le texte, (1, Fascicule LO) MENT 0" NANTTE 


Recherches sur l'anatomie comparée et le dévelop-| 
pement des Ixodidés, par Amédée Bonner, docteur 
es sciences, préparateur de zoologie à la Kacultei 
des Sciences de l'Universite de Lyon, :avec 104 
fisures dans le texte et 6 planches hors texte, 
(NH GSE Me 0)NE : 8 tr. N 
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ANNALES DE L'UNIVERSITÉ DE LYON 
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Raymono LE VAVASSEUR 


Professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. 


PARIS 


LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS 
Quai des Grands-Auguslins, 55 


Fe: LYON 
A REY, IMPRIMEUR-ÉDITEUR 
Re 4, Rue Gentil 


1908 


ANNALES DE L'UNIVERSITE DE LYON 


EN VENTE 


A LYON 


Alexandre REY, Imprimeur-Éditeur 
4, RUE GENTIL 


Librairie Arthur ROUSSEAU, 14, rue Soufflot. 


Histoire de la Compensation en droit Romain, par 
C. APPLETON, professeur à la Faculté de droit. 
CHSCT) SN ARNPEEERE UE 7 fr. 50 


Caractères généraux de la loi de 14884 sur les Syn- 
dicats professionnels; justification de cette loi; 
réformes possibles. Etude de législation indus- 
trielle, par R. Gonnarp,docteuren droit, licencié 
ès lettres, secrétaire à la Société d'Economie Po- 
litique, avec une Préface de M. P. Pic, professeur 
à la Faculté de Droit. (Fasc. 36) : 3 fr. 


La Représentation des Intérêts dans les Corps 
élus, par Charles François, docteur en droit, 
ours Daho ro Los alle ER 


Librairie Félix ALCAN, 108, boulevard Saint-Germain. 


Lettres intimes de J.-M. Alberoni adressées au 
comte I. Rocca, ministre des finances du duc de 
Parme, et publiées d'après le manuscrit du collège 
de S. Lazaro Alberoni, par Emile BourGkxoïis, 
maître de conférences à l'Ecole Normale, avec un 
portrait et deux fac-similés.(Fasc. 8) 40 fr. 


Essai critique sur l’hypothèse des atomes dans la 
science contemporaine, par Arthur HANNEQUIN, 
profes. à la Faculté des Lettres (Fasc. 14) "7 fr. 50 

Saint Ambroise et la morale chrétienne au 1ve siècle, 
par Raymond THAMIN, ancien maître de confe- 
rences à la Faculté des Lettres de Lyon, profes: 
seur au Lycée Condorcet. (Fasc. 15). "7 fr. 50 


Librairie Alphonse PICARD et Fils, 82, rue Bonaparte. 


La doctrine de Malherbe d’après son commentaire 
sur Desportes, par Ferdinand BRuNoT, maître de 
conférences à la Faculté des Lettresdel'Université 
de Paris,avec 5 pl. hors texte. (Fasc. 1er). 40 fr. 


Le Fondateur de Lyon, Histoire de L. Munatius 
Plancus, par M. JuLLIEN, professeur à la Fa- 
culté des Lettres, avec une planche hors texte. 
CFAS CSD) EE SES Bite 


La Jeunesse de William Wordsworth (1770-1798), 
Etude sur le « Prélude », par Emile Lecouis, 
prof. à la Faculté des Lettres, (Fusc. 22) 7 fr. 50 


La Question des Dix Villes impériales d'Alsace, 
depuis la paix de Westphalie jusqu'aux arrêls 
de « Réunions » du Conseil souverain de Brisach 
(1648-1680), par Georges Barpor, docteur ès let- 
tres, professeur au Lycée et chargé de conférences 
à l'Université de Grenoble. (Il, Fasc. 1er). "7 fr. 50 


EzÉcHiEL SPANHelmM. — Relation de la Cour de 
France en 1690, nouvelle édition, établie sur les 
manuscrits originaux de Berlin, accompagnée d'un 
commentaire crilique, de fac-simlés, et suivie de la 
Relation de la Cour d'Angleterre en 1704, par 
le même auteur, publié avec un index analytique 

ar Emile BourGEois, maître de conférences à 
‘Ecole Normale supérieure, professeur à l'Ecole 
libre des sciences politiques. (II, Fase. 5) 40 fr. 


La mention en chiffres romains qui précéde le numéro du fascicule indique, pour les ouvrages parus dans 
Nouvelle Série, qu'ils appartiennent soit au groupe Sciences-Médecine (1,, soit au groupe Droit-Leltres (11): % 


A PARIS 


Chez les Libraires spéciaux 
SUIVANTS 


Mélanges Ch. Appleton : Etudes d’histoire du dra 
dédiees à M. Ch. APPLETON, professeur à la Facu@m 
de Droit de I,yon, à l’occasion de son XXVE an8. 
versaire de professorat. (II, Fusc. 13). 158 


Physique sociale. — Enploi combiné du système# 
Quotient orai et du système du Quotient 74 
pour la répartition des sièges dans la Représ@" 
tation proportionnelle, par le Dr Monoyer, p# 
fesseur de physique médicale à l'Université 
Lyon, avec 5 figures dans le texte. (II, Fab 
FT Er Draiquee Porpclu lo © 


La République des Provinces-Unies,la France et 
Pays-Bas espagnols de 4630 à 4650, par A. Wa 
DINGTON. prolesseur à la Faculté des Lettres. 

Tome I (1630-42). 1 vol. (Fasc. 18). . . 6 

Tome II (1642-50) avec deux portraits et une can 
ASVOl CES ES DL) RERO] 


Le Vivarais. Essai de Géographie régionale, par Lol 
Bourpin, licencié ès sciences, diplômé d’Etud 
supérieures d'Histoire «et de Géographie, ax 
20 gravures et 2 graphiques dars le tex 
(EGSCNST) SERRE RG 


Histoire de l'Enseignement secondaire dans le Rh 
de 1789 à 1900, par CHABoT, professeur de scier 
de l'éducation à l'Université de Lyon, et S. CHAR 
LÉTY, maître de Conférences à la Faculté « 
Leltr. de l'Université de Lyon. (II, Fasc. 7). 6 


Bibliographie critique de l'Histoire de Lyon, dep! 
les origines jusqu’à 4789, par Sébastien CHARLÉI 
professeur adjoint à la Faculté des lettres de l'U 
versité de Lyon. (II, Æase. 9) . . . 7 fr.\ 


Bibliographie critique de l’histoire de Lyon, depi 
4789 jusqu'à nos jours, par Sébastien CHARLÉ 
professeur adjoint à la Faculté des Lettres, 
l'Université de Lyon. (Il, Fasc. 11) . fr. 

Pythagoras de Rhégion, par Henri LEcHAT, an0 
membre de l'Ecole d'Athènes, chargé de cour 
l'Université de Lyon, ouvrage contenant dix-h 
figures dans le texte (II, Fasc. 14). 


Les Philosophes et la Société Française au xvii® si 
cle, par M. RousrTAN, agrégé des Lettres, docbe 


ês lettres, professeur de rhétorique supérieures 
Lycée de Lyon. (II, Fasc. 16) .. . . 6" 


Documenti per la Storià dei rivolgimenti politici « 
Comune di Siena, dal 4354 al 1369; pubblicatic 
introduzione ed jindici da Giuliano LucHAIIM 
Incaricato nell’ Università di Lione. (Il, Kai 
1 Go) RO CN ON OU VID se 7 fr, 
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QUELQUES DÉMONSTRATIONS 


RELATIVES A LA 


THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS 


COMPLEXES CUBIQUES. 


QUELQUES DÉMONSTRATIONS 


RELATIVES A LA 


TIÉORIE DES NOMBRES ENTIERS 


COMPLEXES CUBIQUES. 


A. Les nombres entiers complexes cubiques sont les 
nombres a + bo, a et b étant des nombres entiers réels, 
posiufs ou négalifs, ou nuls, et p étant l’une des racines de 
VE < 2 en 

Véquation p°? + os +1—o. 

Iya six unités 


2 2 
1, en P il) D me 0e 


Les six nombres complexes cubiques obtenus en mului- 
pliant un nombre complexe entier cubique quelconque par 
les six unités sont dits associés. À l'exception de o, qui est 
associé à lui-même, il y a toujours six associés diflérents. 

La norme du nombre a + bo est 


d—ab+b= (at bp) (a+ bp). 
La norme d’un produit de plusieurs facteurs est égale au 


produit des normes de ces facteurs. 


9. Un nombre entier complexe cubique qui peut se décom- 
poser en deux facteurs différents des unités sera dit zombre 
complexe cubique composé. Un nombre complexe cubique 


Â QUELQUES DÉMONSTRATIONS RELATIVES 


premier sera un nombre qui n’admettra pas une telle décom- 
position. 

Un nombre entier réel composé peut être regardé comme 
un nombre entier complexe cubique composé. Mais un 
nombre premier réel pourra être un nombre complexe 
cubique composé. 

Ainsi 3—(1—p)(1— p?)= — p°(1—p} est composé. 

Fout nombre premier de la forme 6% +1 est représen- 
table par la forme a? — ab + L?. Or 


CODE De SE bo). 


Ce sera donc un nombre complexe cubique composé. Ainsi 


Aucontraire, les nombres premiers réels de la forme 3n— x 
sont des nombres premiers complexes cubiques. 


En effet, si un tel nombre g était égal à (a+ bo)(a+ bo), 
on aurait aussi 
Car (00) (CEE) 
Donc 
g=(@—ab+b)(ax— 048 +65?) 


Mais 4° ne peut se décomposer en facteurs réels que d’une 
facon, 
q =; 
donc 
a — ab + b= a — af + BE? — q. 


Or les nombres premiers de la forme 37 — 1 ne sont pas 
représentables par la forme a? — ab + b?. 
Donc q est complexe cubique premier. 


5. KRemarquons d’abord que, si deux nombres sont repré- 
sentables par la forme &? — xy + y?, il en sera de même de 


Ur 


A LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS. 
leur produit. En effet, on à 


(@— ab+b?)(at— 45 +6?) 
— (ao — bB)— (aa —bE) (ab + ba — bB)+(aB+ba—dB} 
— (ai — ba) — (a — ba)(aa + bB—ba)+(au+b6 ba). 


Cela posé, établissons maintenant la proposition suivante : 


St un nombre premier p divise le nombre & — ab + l?, 
il est lui-même de la forme à? — af + f?. 


En effet, supposons que p divise a? — ab + b?, où a et b 
EU: Mer ; 

sont premiers entre eux. Nous pouvons remplacer & et b par 

leurs restes minima (mod p). Nous désignerons par a’, b' ces 


re a ) 
restes, inférieurs en valeur absolue à L. 


On a 
Gè— QUE pe 3( jetè 


CHRS 


On peut donc poser 


(1) a ab + b— py' 


PREUDS 
Si p' étail égal à 1, on aurait mis p sous la forme 
a?— a b'+ b?, et le théorème serait établi. 
Supposons p'> 1. 
Soient 4’ — ap, b'— Bp' les restes minima de a’ et de 
(mod p'). [ls ne sont pas nuls tous les deux; autrement, a’ 
et D’ ne seraient pas premiers entre eux; chacun d’eux est en 


, QU fon ec D 
valeur absolue égal ou inférieur à L. Donc, on à 
(a = ee NS EEE SEE PA 
et, par suile, on peut poser 


(al ap} — (a — ap')(b= 8p1) + (b—Bp}= pp" 


avec 
DE Eh 


6 QUELQUES DÉMONSTRATIONS RELATIVES 
Donc 
(a°— a'b'+ b?)[(a'— ap'}}— (a'— ap')(b'— Gp!) 
+ (2 — Bp'}]=pp"*?" 


ou 
A?— AB + B?=pp"°?p" 
avec 
A = a'(b'—Bp')— b'(a« — ap')—=(b'a— a B)p'= ap, 
B = a'(a'— ap') + b'(b'— 5p') — b'(a — ap!) 
= a?— a'b'+b?— (aa + DB — b'a)p' 
= pp'—(a'a + b'6 — b'a)p' = OU 
Donc 
(2) ALES a! b'+ DÉpple 


égalité de la forme (1), avec 
DIE 


Si p' est égal à 1, le théorème est démontré. 
Si p' n'est pas égal à 1, on opérera de même que tout 
à l'heure. On obtiendra une suite d’égalités de la forme 


a} An UR Sa b? — PP 
avec 
DEDE DE ED 


Pour » suffisamment grand, p, sera égal à r 


4. Démontrons maintenant le théorème suivant : 


Tout nombre entier cubique imaginaire a + bp est un 
nombre premier où un nombre composé suivant que la 
norme est elle-même un nombre premier ou composé. 


1. Puisque, si l’on considère un nombre complexe cubique 
composé, la norme d’un tel nombre est le produit des normes 
des facteurs, on voit que ce sera aussi nécessairement un 
nombre composé. [l en résulte qu'un nombre entier imagt- 


À LA THÉORIE DES NOMBRES ENTIERS. 7 


navrre cubique dont la norme est un nombre premier réel 
est nécessairement premier. 


Exemple. — 2 + 39 a pour norme 7. Donc 2 + 39 estpre- 
mier. 


2. Supposons que la norme a? — ab + L? soit un nombre 
composé. Soit p un nombre premier réel qui la divise. Alors 
deux cas sont à distinguer : si p est de la forme 37 —7t,ilne 
peut diviser a? — ab + b? que s’il divise à la fois &et b (n°3). 
Alors a + bo est composé. 

Si p est de la forme Gr + 1, on peut poser 


p = c? — aB + p?. 
Comme on a 


(aa—bB)(aa+bB —aB) = a (x — 28 +5?) —f£?(a—ab+b?), 
puisque p divise le deuxième membre, il divise soit az —bf, 
soit aa + bB— af. Mais on a (n°5) 

(aa — bB}— (aa — bB)(aB + ba — bB) +(aB + ba — dB} 
—(ba— ap} —(bax—af$)(bB +aax—ab)+(b$+aa— ap} 
— (ba— af) — (af — ba)(ax + DB — ba) (ax +bB— ba) 
(a ab + b°)(a— a + B°). 


Si p divise &a — bf, il divise donc aussi aÿ + ba — 6. 
Si p divise aa + bB — af, il divise aussi ba — af. 
Or 


a + bo aax+bB—aB  ba—af 

ss EPP re 
Cm E P P 
a+bo aa — bE ab + ba — bG 
= 7 + —————p. 
a + Bp P P 


a + bp a + bp 


a+ 6e a +f6p 


6 . a?— ab + b? 
donc entier. La norme du quotient, T2 est, par 


L'un ou l’autre des deux nombres 


hypothèse, différente de r, puisque a°— ab + b? est un 
nombre composé. Done a + bp est un nombre composé. 


8 QUELQUES DÉMONSTRATIONS RELATIVES 


Exemple : 5 +119. La norme 25 = 35-FA21= 010; 
> +119 est composé. En effet 


DETTE E6p) ED) 


5. Les nombres complexes cubiques premiers se par- 
tagent en quatre catégories : 


1. Les six unités. La plupart du temps nous les exclurons 
des nombres premiers. [ Remarquons que l’on a 1 = 9°*°, 


— (iso) 50 6] 
Le nombre 1 —p et ses associés, 1429, — 3 —5$, 


nie = —=90 262% 0. 


3. Les nombres premiers réels positifs de la forme 372 —1:1 
et leurs associés. 


Les nombres imaginaires cubiques dont les normes 
sont des nombres premiers réels de Ja forme Gr + 1. 


Une norme de cette forme étant donnée, 1l lui correspond 
douze nombres imaginaires. Ainsi 5 donne 2 + 39, — 5 — », 
1—2p, +925, —2+h, no. —2—3p, 3 +ep, 
— 1429, — 3 —29, 2 — 0, 1+ 30. 

Elle n’en donne pas plus de 12, puisqu'elle ne peut être 
décomposée que d’une manière dans la forme @? — ab + b?. 


6. J’écarte les nombres divisibles par 1 — 9 (à un facteur- 
unité près). 

Parmi les autres, avec Eisenstein (J. de Crelle, t. 27, 
p. 301), j'appelle primaire tout nombre a + bo congru 
à 2 (mod 5). 

Les cinq nombres associés à a + bo sont — b+(a— b)p, 
b—a—ap, —a— bo, DDR G) ia DRE 

Le Tableau 1 où figurent les restes (mod 5) des six 


nombres associés va montrer que sur ces six nombres assoCIés 
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il n’y a qu’un nombre primaire : 


a. b. — bd. |a—b.|b—a.| -- a. Nombre primaire. 
0 (o 0 0 0 (Exclu) 

(0) 1 2 2 1 O a—b+ao 
Oo 2 j l 2 (0) Da ap 

1 0 (e) 1 2 2 — a — bp 

I I 2 o o 2 — b+(a—b)p 
I 2 I 2 I 2 (Exclu) 

2 (e) (e) 2 I 1 a + bp 

2 l 2 I 2 1 (Exclu) 

2 2 I 0 (0) I b(oe &)p 


Les nombres exclus sont divisibles par (1 — 2), car 
31 (38 +2)p —3 (a+ Bp)+ 1+2p 
est divisible par 1 + 2p, 
Ja +9 LR (br) fp)ee te 


est divisible par 2 +»; or 1+ 29, 2 + p sont des associés 


de 1 — 5 (n°5). 


7. Si, parmi les facteurs d’un nombre complexe cubique 
il en est qui soient eux-mêmes composés, on peut les décom- 
poser en facteurs, et l’on arrivera nécessairement, à la fin, 
à n'avoir que des facteurs premiers. S'il en est qui ne soient 
pas primaires, on leur substituera le facteur primaire associé 
à condition de mettre en facteur un nombre (— 1} 9 conve- 
nablement choisi. Le nombre complexe composé M pourra 
donc être mis sous la forme 


M==(— 1) pu(1— 0)" A BBCY..., 
où À, B, C sont des nombres complexes cubiques premiers 
» D, [ [ 
primaires Inégaux. 
Nous regarderons 1 — 9 comme primaire. 
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Tnéonème. — Le produit M — A*BPCY...L}, où A, B, 
C, ..., L désignent des nombres complexes cubiques pre- 
miers primaires différents, ne peut étre divisible par 
aucun autre nombre complexe cubique premier primaire 


que AB CSC 


Soit, en effet, P un nombre premier complexe cubique 
primaire non contenu parmi les nombres À, B, C, ..., L. 

Soient p, a, b, c, ..., l les normes des nombres P, A, B, 
CCE 

La norme de M est a*bPcY... P, 

S1 M est divisible par P, la norme de M est divisible par p. 

La norme d’un nombre complexe cubique est soit un 
nombre premier réel de la forme Gn + 1 (7,13, 19, ...), soit 
le carré d’un nombre premier réel de la forme 3x —1—1 
Gb Pre SOU entino 

p sera donc nécessairement égal à l’une des normes 4, 
D'ICHEMELAL 

Supposons p = a. Si nous observons que deux nombres 
complexes imaginaires conjugués mn + np, m+np? sont 
simullanément primaires, comme P et À sont, par hypo- 
thèse, des nombres premiers complexes cubiques primaires 
non identiques, P et A sont nécessairement imaginaires con- 
jugués (n® 5 et 6). Donc p — « est un nombre premier réel 
de la forme 6n +1 [onn'a pas p = 3, car 1 — p°—2+pest 
associé de (1 —2)], p = & n’est pas le carré d’un nombre 


premier. 

Soit donc 

A=r+sp, P=7r+sp?. 
On a 
Ar—S—5sp— 921 —5s—(r7#5sp?) 
ou 
A=o2r—Ss (modP). 
Donc 


M= (57 =s)2BBCr... 1 (modP). 


Nous supposons M divisible par P. 
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Donc (2r — s)*BPCY... L? sera divisible par P. 

Sa norme (27 —s)#*bfcet...l sera donc divisible par 
P — To TS ee 12, 

Comme ni 7 nis ne sont divisibles par p, Pidentité 


hp=(2r—s)} + 35? 


nous montre que 27 — s n'est pas divisible par p. 
p devrait donc être identique à lun des autres nombres b, 
PR NEO parexemple pi —1#> 
On en conclurait 
B=—7r+5s0 ou B=7r+sp?, 


c'est-à-dire 
BEA ou BP: 


L'une et l’autre conclusion sont inadmissibles. 

Donc le théorème est démontré. 

De ce théorème on déduirait, comme dans le cas des 
nombres naturels, que la décomposition en facteurs premiers 
complexes cubiques primaires n’est possible que d’une façon. 


8. Relalivement à un module complexe cubique donné, 
m = à + bp, dont la norme est a? — ab + b?= p, et pour 
lequel a et b sont des nombres premiers entre eux, tout 
nombre entier complexe cubique sera congru à un nombre, 
ebaunseul, de lasuite 0, 1,2, ..., p —1. 

En effet : 


1. a et D étant premiers entre eux, il existe des nombres 
entiers & et $ tels que l’on ait 


aa + bG —1. 


Remarquons alors que l’on a 


p—= Ab = (ab) a E mx + 6 + xp). 


Soit maintenant À + Bo un nombre complexe cubique 
quelconque. 
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On aura 
A +Bp—=A+[ab—(a+6alB+m{(a+$s)B#xBol: 


Soit 2 le reste minimum positif de À + [xb—(2+6)a]B 
suivant le module 


p=(a+bo)(a + bp?) = (a+ bp°?)m. 
On a 


A+[ab—(a+6)alB—= A+ Kkp=Rh+ km(a + bp). 
Donc 


A+Bpo—=h+m{k(a+bp)+(a+6+ap)B] 


ou 
ACIDE (mod mm). 


2. Toutes les fois que les deux nombres réels h et k 
sont congrus sutwant le module m=a+bo à un méme 
nombre complexe cubique, ils sont aussi congrus suivant 
la norme p de m. 


En effet, posons 
DD NC EG) CDN 0), 
d’où 
(hA—h)(a+ bn?) = p(e+ dp?). 
On a, par suite, 
GNT =106, (ha —h)b—= pd. 
Comme aa + bB—1,il vient 


h — h' = p(ca + dB). 
Donc | 
h=h (mod p). 


C’est pourquoi, si L et 2’ ne sont pas égaux, ils ne peuvent 
être simultanément contenus dans la suite 0,1,2,..., p — 1. 
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9. Si l’on prend pour module complexe cubique, 
m—a+bp, un nombre dont la norme est p = a*—ab+t* 
et pour lequel a et b ne sont pas premiers entre eux, mats 
admettent le plus grand commun diviseur À (on pourra 
supposer que À est un nombre naturel), un nombre complexe 
cubique quelconque sera congru au reste & + y1 tel que x 


. ‘ D) 
SOTMRUNNACS NOMOMES OC; 1, 2, 3; Ê— TAC ETUACUeS 
À 


nombres o, 1, 2, ..., À —1, el ce reste sera le seul entre 
les p restes de la méme forme auquel puisse étre congru 
le nombre complexe cubique considéré. 


1. Soient & et 6 des nombres entiers relatifs tels que l’on 
ait 
aa +Bb—}. 
Alors on aura 


App — ab — (a+ Bla+ m(a+ 6 +ap) (n° 8). 


Soit À + Bo le nombre complexe cubique proposé. 
Appelons y le reste minimum posiuf de B suivant le mo- 
dule À, et x le reste minimum positif de 


Atfab (a+ galet | mod(2)| 


À 


On pourra poser 


LD GR 0 LR, 

Nr Tee) Ce) LS, 
ou 
ee Ce cr, 
ou 

DE 
A Bp= (re ye)= PK + 2 p+(a+B)a— ab], 

ou 


GORE) \ 0) 
L = 4 LOL). 


À 4 BR SCENE ; ; 
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Donc 
CD = 2 70 (mod m). 


2. Supposons que les deux nombres x + yo, z'+ y'o 
soient congrus suivant le module 7 à un même nombre 
complexe cubique, et, par conséquent, congrus entre eux 
(modm). Ils seront, par suite, congrus entre eux (mod). 


Donc on aura 
Y=}y! (mod À). 


De là suit que, si y et y’ sont supposés tous les deux contenus 
dans la suite o, 1,2, ..., À —1, il faudra que l’on ait 


Y = Y.. 
Mais alors on aura 


LE X (mod); 
! 


LT û 
SRE qui est 


æ — x’ sera divisible par #7. Donc le nombre 
entier, sera divisible par © + 22 
sera divisible par À + x 


On aura 


a b : ë 
7 7 son des nombres premiers entre eux, 1l 


suit de la deuxième partie du théorème précédent (n° 8) 


Mais, comme 


æ— x! oo e a b nes 
——— cst divisible par la norme de ne c'est-à-dire 


que 
I n 
P ’ PAROI P A 
par 3, de sorte que æ — x’ est divisible par ++ Donc, si x 
E 
et x’ sont tous les deux contenus dans la suile o, 1, 
2 12 


2, ..., + — 1, ON aura nécessairement 
ÉD 46 


Les restes x + 9y, x'+ py' sont donc identiques. 
A ce cas, d’ailleurs, on peut rapporter soit le cas b — 0, 
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I oirlecasd 00-00 Onatalors 


PA 
Us 


10. Les démonstrations qui précèdent sont, pour la plu- 
part, calquées sur les démonstrations analogues faites par 
Gauss dans sa théorie des nombres entiers complexes de la 
forme @+ br (2° Mémoire sur les restes biquadratiques, 
Œuvres, 1. Il). 

Ces préliminaires posés, le lecteur est en mesure de lire Le 
Mémoire d’Eisenstein sur la loi de réciprocité pour le cas des 
nombres complexes entiers cubiques (J. de Crelle, t. 27, 
p-. 289), et le Mémoire de Stieltjes sur le même sujet 
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1897). 

J'adopte, dans ce qui va suivre, les notations de ces deux 
auteurs. Je vais démontrer quelques propositions énoncées 
dans le Mémoire de Steltjes, sans démonstration (n° 35). 
Les modules que je considère sont toujours, par hypothèse, 
des nombres premiers. 


A1. Soit Q un nombre premier de la forme 67 — 1. 


On a 
a |= É 2e +] (Eisensrein, loc. cét.). 


a+ bp Q 
; l 
Si l’on à a—0o (modQ), comme lo | — 1 (EIsENSTENN, 
loc cit), 
Q D eo | OURS xn(3n--1) — LR? 
ee mo FF FR an 


On peut donc dire : 
Gr — 1 étant premier, ainsi que «(6x —1)+b?,ona 


Gr —1 1 
— ———— | — 0°". 
a(6r —1) +bo 
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42. Soit P — 6n + 1 un nombre premier : 


—=(M+Np)(M+Np?), 
LP _[a+bp 
a+bp] P 


se Eee b AE 
Si l’on a a—0(modP}), comme | = |— 1, :1l vient 
\ ? P 1 


AUS PEDE ee oies g 0 1e SP) Lt 
Ce [# | DIRE ki: RACE 


On peut dire : 
Gn +1 étant premier réel et «(67 +1) + bo étant un 
module complexe cubique premier, on à 


Gr +1 las 
a(Gn+1)+bp. Lies 


. Sib—0o(modQ), Q étant un nombre premier de la 
de O0 == mOn El 


Ares El) 


De même, si b—0o (modP), P étant un nombre premier 


de la forme Gr +r,ona 


P e P MER Te 0 
M DD EP EIRE * P | =: 


14. Sib—2a(modQ), 


(Q— 1) = (0 +1)(Q—1)=22(Q =n, 


(1 + DID (— 9 .)D 
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Mais 


(= 8) 0 Er (modQ) (théorème de Fermat ); 


donc, si b=2a (modQ), Q appartient à la classe A. 


15. Soit b—=2a(modP}), P étant un nombre premier de 
la forme 6n +1: 


P—6n+i1—(p +vp)(u + vp!?), 


P OS SD) Ne 1+2p. 
ere lee 
Mais 


a a a RAS : 
5 | — | | | | A1 (vorr EISENSTEIN, loc. cit.); 
P ue  vp.| | & + vp° 


e 


| 12 EE IEEE) G+2p)(G+2p) | 
FCO NME ATEN IDE Be + ve 


(+ 2p?}=1+4p + pt + 4p?+ 4p ——3, 
| Ê = [= : | = one rer pe 


a + bp Hot NP 
Or 
(—3— 6p}}= 9 + 36p + 36p?— — 27, 
(— D (— a) 
D'autre part, on sait que —3 est reste quadratique 


de P —6n + 1; on a donc 
— 3 = «?, (—3)%= af — all 1 (mod P). 
Bref, P appartient à la classe À [mod(a + bbo)|. 


Des deux propriétés des n° 14 et 15, et de ce fait si 
p=a&—ab+bona 


kp={(2a— b} +3, 
Univ. DE LyoN. — LE VAVASssEURr. 2 
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de sorte que 3 ne divise pas a — b, Steltjes a conclu (loc. cut.) 
que tous les facteurs premiers de 2a — b'et (2a — b) lui- 
méme sont restes cubiques de p. 


46. Soit Q un nombre premier de la forme 67 — 1. 
J’envisage toujours un module complexe cubique pre- 
mier & + bp. 


Si, pour a—=0 (mod Q), Q appartient à la classe À, 
Q appartient aussi à la classe À lorsque b = a, ou lorsque 


b= — a(modQ). 
En effet, si, pour a=0 (modQ), Q appartient à À, alors 
GAP) 7 =5y, erlona 
© bn = 
Si b=a(modQ), 


Mais 
a — . 
(]-s 
donc 
Q Pro l . 3(Q—1) 
ere | Q ]=+) 
Or 
3 (Q—1)= 3 (Q +1)(Q —1) =6%(Q —1) 
et 


(so) = rep +=), GEO ON 15 


donc Q appartient à la classe À [mod(a + bo)]. 
Sib=— a (modQ), 


ent O) OCR ONU = (Q—1) 
rase 


Up} = LP PE SPA NP SR 
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Mais 
(— 237)" (Q-N= 7: (modQ) (théorème de Fermat ); 


done Q appartient à la classe A. 


47. St, pour a—=0 (modQ), Q appartient à la classe B, 
Q appartient à la classe C lorsque b=a ou lorsque b—=— a 


(modQ). 


En effet, si pour a—o (modQ), Q appartient à B, on a 
(n° 11) 


2n—=1 (mod3), n—2 +3, Q— 12 H18v—1—18v +11, 
3(Q+1)=6v+4—2(3v+ 2), O2 (005). 
Si b—=a (modQ), 
E-e]- (He rte 
QG + La GABA LA RE 


donc Q appartient à la classe C. 


Sib=— a(modQ), 


CRÉAS 


1 
(0 2=5)) G 6 24 ES 9 
(1— po} — (1—p}02Y+21(0 1 (— 3)GV#2)(Q—1) 02, 


D'ailleurs on a 
(— 3)8Y+2(0=0—; (modQ ); 


donc Q appartient à la classe C. 


48. Si, pour a — 0 (modQ), Q appartient à la classe C, 


Q appartient à la classe B lorsque b— a ou lorsque b—— a 


(modQ ). 
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En effet, si, pour a—=0 (modQ), Q appartient à C, on a 
(n° 14) 


n—=1 (modà), n —=1+ 3, Q — 18% +5, 


3(Q +1)=2(8v+0), Q—1—2(9v+ 2). 
Si b—=a(modQ), 


à 


a + bp 


(1 _E AP MORE DAYS) — DA 0; 


donc Q appartient à la classe B. 


Si b= — a (modQ), 


E il no 


(ge) A 
(1—p} = (—3p)6)r1010 1), 


Mais 
(=) EE (modQ) ; 


donc 


1) 


don 
(1 — p}° = p (modQ), 
Q appartient à B. 
19. Il nous reste à démontrer les mêmes théorèmes dans 


le cas d’un nombre premier, P, de la forme 67 + 1. 


CR En = 0? sl F = 2 +I n° 9 
aP+bp 7 ( ) 


Si, pour a=—=0 (modP), P appartient à A, 


n = 3 et P = 18v +1— (x + fGBp)(x + /Bp°). 
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Si b= a (modP), 
a) 
ee 


a + Bp 


(Hp)pi= 1 p", 


(TD rem Eire) 
P me 2 5 Es NE CO 
= t+r) = (+ pi) = pV— 1; 


donc P appartient à A. 
Sib= — a(modP), 


P |= G(i=p)) PTS bep) 
a+bp] p rt) IDE VE x + Gp 1 
3(1 — ED € 2 FUP— 1) 6v 2\6Y 

=| 2 )=(Gu-r) — 35V(1 -— p?) 


= BEU— = (— D) MU (— Se 


Or, — 3 est reste quadratique de P. 
Soit 


—3—=m? (modP), (— 3) = m8 ml t=1 


(modP ); 


done P appartient à la classe A. 


20. Si, pour a —0 (modP), P appartient à B, 
D=Ovi, 
P — (a + Bp) (x + Bp?) —18v + 7. 
Si b—=a(modP), 


P = (1 + ie 2 \2(3V+1) — 2. 
a+bp] p = KP) = 


donc P appartient à la classe C. 
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Si b=— a (modP), 


F P ; 2 SP 1) 
a + | e Cu )) 
ae (3( En ph 32(2V+1) (— 3) ps (= 3 }s(v#1) p?, 


P=i8v+7—605+1; 


— 3 est reste quadratique de P. 
Donc, si — 3—7n°? (modP), 


(C3) VE ne tr (mod P ); 


done P appartient à la classe C. | 


21. Si, pour a—0 (modP}), P appartient à CO, 
n = 3 + 2, 


P— (a+ GBo)(a + Gp?) —18v+ 15. 


S1 b=a (modP), 


P ES se D 22 (V0) Cl 
Er = (1+p°) =(1+p?) = 


donc P appartient à la classe B. 


S1b—=— «a (modP), 


a + bp 


| P | ÊE (3 nr pi)} F2 (ee 3) MEN 


Mais 
P = 18% +13 = 60 +1, 


— 3 est reste quadratique de P. 
Si — 3—7mn°? (modP), 


(— 3} V2 — m1 1 (mod P ); 


donc P appartient à la classe B. 


— 00% 
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QUELQUES GROUPES D'ORDRE FINI. 


PROPRIÉTÉS 


DE 


QUELQUES GROUPES D'ORDRE FINE. 


A. Groupes cycliques d'ordre p, p étant premier. — 
Soit le groupe G,, d'ordre p, p étant premier. 
Il a pour équation de définition 


GIE 


Il y a une seule opération génératrice, l'opération a, 


d'ordre p. 


Le groupe régulier de substitutions correspondant sera 
engendré par la substitution 


CR EE): 


La Table de multiplication sera (‘) 


I a a? GIE 
art I a abs? 
DOTE (7) DO nr (A Dam? 

a a? a 1 


(1) Voir le Mémoire publié en 1904, Annales de l'Université de Lyon 
(fase. 15). 
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U. 


Soient &, a* deux opérations quelconques du groupe. 


On a 


a ab — alt. 


L’exposant de a est un nombre entier pris suivant le 
module p. 

Telle est la loi de multiplication. 

J'en déduis 


a? 
ai— Fa (CHE 0), 


symbole qui représentera clairement chaque opération. 

Il y a, dans le gronpe | a}, p — 1 opérations d'ordre p. 

Il y à deux sous-groupes, le groupe lui-même et le groupe 
formé de l'opération identique. Le groupe G, est un groupe 
simple. 

Chaque opération de G, est conjuguée d’eile-même. 

Le groupe des isomorphismes cogrédients se réduit à lopé- 
ration identique, comme pour tout groupe abélien. 

Cherchons le groupe total des isomorphismes. 

On pourra prendre comme opération génératrice l’une 
quelconque des (p — 1) opérations d'ordre p. 

De là, p — 1 isomorphismes : 


D 
= ( ) (= MID ESS 


a” 


Ainsi le groupe Lotal des isomorphismes est d'ordre P —1. 


On a 
’ ( az } 
?} == Ses > 
ax } 


GR 
bi : 
\ SX 

az 


Pour qu’on ait b*— x, il faut 


*= 1 (modp). 
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Or, nous pouvons supposer que À appartient à l’exposant 
p — 1 (modp). Alors b; est d'ordre p — 1. 
Le groupe des isomorphismes est donc un groupe cyclique 


d'ordre p — 1. 


2. Groupes cycliques d'ordre quelconque n. — Soit G, 
le groupe cyclique d'ordre #, # étant un nombre entier quel- 
conque. Il a, pour unique équation de définition, 


QE) 


Il n'a qu'une seule opération génératrice, l'opération 4, 
d'ordre #. Mais on peut trouver d’autres modes de géné- 
ration, comme nous le verrons tout à l'heure. 

Le groupe régulier correspondant sera engendré par la 
SUD HIUTION Cr; ."0.70). 

La Table de mulüplication est 


1 CN ENTR GE |] 
at! I a an? 
a? a! 1 at 3 

a a? a T 


Ce n'est pas, d’ailleurs, la seule manière de l'écrire, comme 
nous le verrons plus tard. 


On a 


Q} ab.=— art 


) a? 
Ad Pa Cr ra) 


Les exposants sont pris suivant le module ». 


ou 


9. Il ya, dans le groupe |a{, &(d) opérations d'ordre W; 
d représente l’un quelconque des diviseurs de #3; #(4) est le 
nombre des entiers inférieurs à d et premiers avec d. [On 


suppose p(r) —1.| 
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Comme on a 
n— Z o(d), 


le signe Z s'étendant à tous les diviseurs de », on voit quil 
n’y à qu’un sous-groupe d'ordre d; ce sous-groupe sera un 
sous-groupe cyclique. 

On a ainsi tous les sous-groupes du groupe cyclique con- 
sidéré. 

Ainsi, un groupe cyclique n’admet que des sous-groupes 
cycliques; il y a autant de sous groupes que 7 admet de 
diviseurs. 

Soit « un nombre premier avec n : les seuls isomorphismes 
possibles sont de la forme 


a* 
tn (eee, D).s 


8 étant un nombre premier avec 7, on a 
AuAg=— AgAa— Aug. 
Or les nombres entiers premiers avec 7» et pris suivant le 
module » forment un groupe F, d'ordre &(n). 
Donc, le groupe des isomorphismes A, sera d'ordre o(n) 


et simplement isomorphe avec le groupe F. Ce sera donc un 
groupe abélien. 


4. Si nest de la forme p”, p étant premier impair, il exis- 
tera un nombre entier À, appartenant à l’exposant 
p(p”)= p"'(p—1)  (modp”). 


Alors le groupe des isomorphismes sera un groupe cyclique. 


5. Soient 
N == I Ma - . - My, 


les facteurs m,, m,, ..., m, étant premiers entre eux deux 
à deux. 
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On pourra, pour engendrer le groupe, prendre r opé- 
rations, savoir : l’une quelconque des o(m,) opérations 
d'ordre m,, l'une quelconque des o(m,) opérations d'ordre 
. m>,..., l'une quelconque des &(/»,) opérations d'ordre m,. 


6. Remarque. — Soit 


[ a a? ant 
a! I a an? 
A — an? ani [ ani 
a a? a? 1 
Alors 
I a a? a"-! 
mn 2 n—1 
n(n—1) a (2 a a 
Aa ? —| aq aï+1 a? ONG 
a! a+1 a+? ECS a!=1 
ou 
I a a? Cr 
ne) CE (0) (o) ) 
LG. 21 MGR v o ; 
A — 1 ati a ati aq? 0 
ou 
n(n—1) 
Aa 2 — (— I Jet an 1(a"— I ) (a+ti— a) (a+? — Ge (ar? — Alim): 
À — (— 9) nt (a! — 1) 
Bref, 


À — (1 se CHE)T 


7. Cas particulier : G;. — lei le groupe sera nécessaire- 


ment engendré par une seule opération, a, d'ordre p*. On a 
D 


) 


comme unique équation de définition. 
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Le groupe régulier correspondant sera engendré par l’opé- 
RATIO ee 0 EEE IDE) 

Les opérations sont a? (l’exposant À est pris suivant le 
module p°). 

a” est d'ordre p? si À est premier avec p : cela donne 


OUT) 202 =) 


opérations d'ordre EE 
On a 
HG), 


opérations d'ordre p, savoir : @? (À premier avec p). 

Il y a trois sous-groupes : l’un est composé de l’opération 
identique; l’autre est d'ordre p, c’est | a? |. Le troisième est 
le groupe donné ja |. 

Chaque opération est conjuguée d'elle-même, chaque sous- 
groupe est conjugué de [ui-même. 

Le groupe des isomorphismes est un groupe cyclique 
d'ordre p(p—1), (Gyp-n). H est composé des isomor- 
phismes 


a? 
AT x premier avec D). 
1 ax (x] P) 


Si à appartient à l’exposant p(p —1)(modp?), À, engen- 
drera tout le groupe des isomorphismes. 


Remarque. — Soit 
AN CNE GE)? | 
ct 
NB [a, a\+p, a+2p, ne D Pen P IE 
alors ; 
TON TC 6, Cr || 


En particulier, 
AP— B 


(A étant un ensemble d'opérations, B un autre ensemble 
d'opérations; AB est l’ensemble des opérations distinctes 
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obtenues en multipliant une opération de À par une opéra- 
tion de B). 

(Si À est un groupe, on a A?= A.) 


8. Groupe (G,).— Les équations de définition sont 


GR Er ab = ba. 


Il y a deux opérations génératrices, a et b, toutes deux 
d'ordre p. 

Il est impossible de concevoir que le groupe soit engendré 
autrement. 

Le groupe régulier de substitutions isomorphe à (G, )? sera 
engendré par les deux substitutions 


a — ] Ë (TniTh. . Ch); 


P =, 
D= Cr pr) 


REA 
ou 


[2 et X étant pris (modp)|. 

Toutes les opérations sont d'ordre p (sauf l’opération 
identique ). 

IL y a donc p°— 1 opérations d'ordre p. 


Posons 
Ajn Ah +... ph 
A, = ph hr +: pi, 
Ah Ash din 
di —=1, Ax1 = À, dy = a?, Te Ch GET 
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La Table de multiplication sera 


A, À, ADN 
À fe AE AER 
| A, À ; Motte A, | 
À, représente le groupe } a | : 
Ayo) Dit, AP cn Ag = a 0e 
Si l’on a 
a(h—1)=#k—1 (modp), 
AG— A;;: 
donc 
Aÿ— A jsa(n-1) 


9. Loi de multiplication : 


at bY ax bb az+) bY++. 


< a* by 
a bb — 5 
art byr+u 


x et y sont des nombres entiers pris suivant le module p. 


D'où 


10. Nous avons dit qu'il y avait p*—p opérations 
d'ordre p. 

Chaque groupe cyclique d'ordre p en contient (p — 1). 

Il en résulte qu'il y a p+7r sous-groupes cycliques 
d'ordre p, savoir : 


l l | = | 
MA OT TS EITAONE RE GC |. 


En comptant l’opération identique G, et le groupe (G, )?, 
cela fait p + 3 groupes, en tout. 

Toute opération est conjuguée d’elle-même. 

Fout sous-groupe est conjugué de lui-même. 


11. Étude du groupe des isomorphismes de (G,)°. — Le 
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groupe des isomorphismes de (G, )* est simplement isomorphe 
avec le groupe G formé des substitutions | 4x + By, 7x + y | 
où &, B, y, à sont des entiers pris suivant le module p, avec 
l'unique condition que «à — Éy soit incongru à zéro (mod p). 

On peut avoir l’ordre du groupe G comme il suit : 

Soient a et b deux opérations génératrices du groupe (Gi 
On obtiendra tous les isomorphismes de (G,)° en rempla- 
çant à par l’une quelconque des p° — 1 opérations d'ordre p 
de (G,)°. Soit a’ l'opération choisie; il faudra ensuite rem- 
placer d par l’une quelconque des p? — p opérations d'ordre p 


(| 
{e 


Il y à donc en tout (p° — 1)(p°— p) isomorphismes. 


n'appartenant pas au groupe | & 


42. Considérons la substitution | ax + By, yx + èy|. 
L'isomorphisme correspondant transforme &*l? en 


arx+Br pyx+ôr. 


Nous pouvons chercher les sous-groupes d'ordre p tel que 
grou / 
l’isomorphisme transforme chacun d’eux en lui-même. 
Cela revient à résoudre les congruences simultanées 
ar +Oy=0x) 


ï (mod p). 
12 +Ôy=56} ) 


s doit être racine de la congruence 


œ— 5 (6 


A (oc) — —10 (mod p). 


y À © 


Nous avons quatre cas à considérer. 


45. Premier cas. — Tous les premiers mineurs du déter- 
minant À (5) sont nuls. Ceci donne 


Les substitutions correspondantes |2x, 4y| sont dites 
substitulions séngulières. 


Uxiv. pe LyYox. — LE Vavasseur. 


©Q= 
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Si l’on suppose que « appartient à l’exposant p—1 
(mod p), la substitution | ax, ay| est d'ordre p—1; elle 
engendre le groupe des substitutions singulières, groupe 


cyclique d'ordre p — 1. 


4%. Il est aisé de voir que toute substitution singulière est 
conjuguée d'elle-même dans le groupe G. 
Soit d’ailleurs 


= or + 0, ce + dy |, 
S—\ar5yyxeP21072| 
Écrivons qu'on a st — {s, quelle que soit la substitution 4 : 


St—|a(axz +By) + b(yx +0), c(ax + By)+d(yze dy), 
is —|o(ax + by) + 8 (ex + dy), y(ax + by)+d(cex + dy)|. 


On a donc 


aa + by= aa + fc 
ap + bo—=ab+fd 
ca+dy=7ya +c 


(mod p). 


cB+dy=7;,a+ûd 


Ces congruences devant être vérifiées quels que soient a 
O ? 
b,c,d,ona 


Do, = = 0 uocl,2) 


On voit done que le groupe des substitutions singulières 
est aussi le groupe des substitutions conjuguées d’elles- 


mêmes. 


15. Deuxième cas. — La congruence A(5)=0o(modp) 
admet deux racines disunctes. 

Il existe deux sous-groupes | a}, | b|, que lisomorphisme 
correspondant transforme chacun en lui-même. 


Er 
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Cet isomorphisme est donc le suivant : 


G) Là 
o ) 
Il remplace a° b” par a** bby. 
La substitution correspondante est done (ax, By). 
IL y a (p — 1}? substitutions (xx, By). Parmi elles figurent 
les p — 1 substitutions singulières. 
Ces (p — 1}? substitutions (ax, $y) constituent un sous- 


groupe H de G. 


Soit K le groupe des substitutions singulières : . est 
horde pr 
ai | D 
Diailleurs (ax, By) = (ax, ay) le Er): 
D 


Prenons pour — Lu nombre appartenant à l’exposant 


, He, 
p —1 (mod p); on voit que le groupe LE est cyclique. 


16. Comme il y a p + 1 sous-groupes d’ordre p et qu'on 
peut choisir arbitrairement les deux sous-groupes que Piso- 
morphisme transformera chacun en lui-même, on aura 

ï : ? > \2 
donc = p(p +1) sous-groupes H, d'ordre (p — 1)°, contenant 


le groupe K des substitutions singulières. 


47. Soit 
s—(22,8y), 
tee, 057) 
CU TE by Cr ErCya): 
icrivons qu'on à ${ — {s" : 
(Dar + bE y;c ax di6 31), 
(= (alarPoatbry; Gex 5'dy); 


d'où 


(mod p). 
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On peut donc, ou bien supposer 


b=c=o, a = @/, B= 6 (mod p); 


alors 4 =(ax, dy) fait partie du groupe H; ou bien faire 
DU — 0}; a — GB}; x'= 6 (mod p); 


alors 
Di by, ax). 


Mais = (abx, aby) est une substitution singulière. 
— (NE | hact D G 2 
Le groupe | H, £ ! est donc d'ordre 2 (p — 1}. 
Le nombre des groupes H conjugués les uns des autres 
dans le groupe G est donc 


(CRD D} rt 


2(p— 1)? Ro 


e DO ! S I SE s 
Or, 1l y a précisément = D (p + 1) sous-groupes H. 
I . 
Donc : les = p(p + 1) sous-groupes IL forment une suite 


complète unique de sous-groupes conjugués. 

Chaque groupe donne(p — 1) —(p—1)=(p—1)(p— 2) 
substitutions non singulières. Done, en tout, nous aurons 
ainsi 

= PP +1)(p —1)(p— 2) 


substitutions non encore énumérées. 


A8. Troisième cas. -— La congruence A(5)=o à une 
racine double, mais tous les mineurs du déterminant A(s)ne 


sont pas nuls. 
On a 


(æ+ 0) = (ad — 67) (mod p). 


L’isomorphisme correspondant transforme en lui-même 
un seul sous-groupe d'ordre p. 
Soil | «| ce sous-groupe. 
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L'isomorphisme sera de la forme 


a b 
at, aPbô 


Il transforme a*b” en a%%*6x br, 

La substitution correspondante est donc (4x +fBy, dy). 

Les substitutions de cette forme constituent un groupe, car 
on à 

(ax + By, y) («x + By, d'y)=la' (ax + 67)+6'ôy,d dr], 

= [aalx+(Ba'+dB5')y,0 07]. 

Dans ce groupe, les substitutions cherchées sont celles pour 

lesquelles on a 


(a +0) = 4 aù ou &=0 (mod p). 


Ce sont donc les substitutions (ax -+ By, xy). 

« peut prendre les valeurs r, 2, ..., p—1; 6 les valeurs o, 
1,2,...,p —1. Elles sont donc en nombre p(p — 1). Elles 
contiennent les substitutions singulières. 


49. Soit 
(az +Éyay), 
Sir ay Boy, y) = (axe 2 «By, 2270); 
S—he(ar #67) +2at6y, x y] (ax + 3287, xp): 
D'une façon générale, 
SE (ax + pal t6 y, ay). 
S'il ne s’agit pas d’une substitution singulière, c’est-à-dire si 
l’on suppose 6 -£ o, comme s/ =(4x, xy), s? est la première 
puissance de s qui fasse partie du groupe K des substitutions 
singulières. 


20. Les substitutions (4x + By, xy) forment un groupe 
contenant le groupe K.. 
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On a 


8 : 
(ax +6y,ay)(ax+by,cx+ DE EU Le 


+ bay + daÿ 

ax + ab ? A] 

CCE | RE 0 
+6'cx+6'dy 


Donc, pour qu'une substitution { =(ax + by, ex + dy) 
soit permutable avec le groupe E, il faut 


aa=ax+ cf 
ab +ba=ba + df 
(mod p). 


co =ca 


cô+da= da 


L'hypothèse c<o entraine «=, $=o, $’—=0; la sub- 
stitution £ n’est donc permutable qu'avec le groupe K des 
substilutions singulières. 

Donc il faut qu’on ait ce == 0. 

Les congruences précédentes deviennent 


a(a—a )=0, 
aB+b(a—a')= df, 


d(a — a) = 0. 


On à, nécessairement, ad 0. 
Donc 
a = à, dB'= af (mod p). 


Ainsi les substitutions (ax + by, dy )sont permutables avec 
le groupe 1. : 

Elles sont en nombre p (p — 1}°, puisque D peut prendre 
toutes les valeurs entières (mod p}), tandis que a et d sont 
simplement assujectis lun et l’autre à n’être pas nuls (mod p). 

Le nombre des groupes [ transformés les uns des autres 
est donc 


Una) (4e 7 CP EGP 0) | 
P(P — 1); Ne p (Pp —1) 


— PS Le 


0 
è 
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Or, il y a justement p + 1 sous-groupes |, car chacun d’eux 
est caractérisé par ce fait qu'un des p +1 sous-groupes 
d'ordre p de (G,, }? est transformé en lui-même. 

Donc les p +1 sous-groupes [, d'ordre p(p — 1), qui 
contiennent tous le groupe K des substitutions singulières, 
forment une suite complète unique de sous-groupes con- 
Jugués. 

Chaque sous-groupe Idonne p(p —1) —(p-—1)=(p —1)? 
substitutions non encore énumérées, ce qui donne un total de 
(p +1)(p — 1)? substitutions non encore énumérées. 


21. Quatrième cas. — Restent enfin les substitutions telles 
que la congruence caractéristique 
CC 
A(c)= ÿ = 0 (mod p) 
/ dt: 
soit irréductible. 
Nous pouvons toujours supposer que l’isomorphisme trans- 
: % al ia Dee ; 
forme le sous-groupe | a | en le sous-groupe | D}, puis le sous 
DE Bo) 
sroupe | D! en | af b°|. 
L’isomorphisme transforme alors 
DT on TUE 
Par suite, à l’isomorphisme répond la substitution 
(By æ + 07). 
La congruence caractéristique est 


| FE = 5° — do B=o (mod p). 


I À — 


Prenons comme congruence fondamentale la congruence 
f(æ)=0o (mod p}, 


f (x) étant un polynome du deuxième degré, à coefficients 
enuers, irréductible (mod p). 
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Soient alors j et 7? les racines imaginaires de la con- 


gruence A(o)—=0o mod [p, f(x)||- On a 
O—j+jr,, B—=—J 7. 
Soit d’ailleurs 
RO) ne). 1e 


On a 
[x + Bôy, dx +(8 +0) 7], 
ou 


De Ce 0) CPE Pr pe) 5] 
ou 


s? — — jrtlr _- ne nu JP = 
re = 


22. Soit, d’une façon générale, 


_ Jr Tr Je Jeu es 
En 6 J =}? 
JY — UP Je ju» 
Type Tue 0 
On aura 
sh+i— | _jrti Res Das. 
J nr LE É j = Te 
D Hier et nr 
J Eee J — JP 
. : JÉ— UP : : jui jp | 
ee | 
/ 0e D nu) ee 


Mais 


(JU — jvr) (j + j? ) — Pr (1 — JB Dr) 
—ytie JP + Ju JUL? — JP FU jp =" )ilps nr LL 


De sorte que la loi est générale. 


25. Faisons l'hypothèse que j appartient à l’expo- 
sant (p?—1) |mod|{p, f{x)|!. Pour que s soit une substi- 
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tution singulière, il faut qu’on ait simultanément 


JP = Jin . se 
PR mod [p,.f (æ)]\. 
ie 707 + PH (jet j DD) —Q e ) 


La dernière congruence donne, en tenant compte de la 


première, 
Jui — jP+t ce La et Lou = 0: 


elle est donc identiquement vérifiée. 
Reste à vérifier la première : 


TC imod|p, f(æ)]!. 


Puisqu'on suppose que ; appartient à l’exposant p°—1 
mod |p, f(x)|!, il en résulte que y devra être égal à p +r. 


24. Cherchons, d’ailleurs, le nombre des substitutions à 
congruence irréduclible. 

Nous avons trouvé p — 1 substitutions singulières. 

Les groupes H ont donné 


= P(P+1)(p—0(p — 2) 


autres substitutions, et les groupes 


pa)(p= 1) 


e 


substitutions nouvelles. 
Le nombre des substitutions à congruence irréductible est 
donc 


ra) pt— p}—] pi POUPEE Gp+1(p—n)*| 


2 


= (p—1)2[20p +5) (p° DE ND) (pi 


—P_TA, 


2 
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2PŸ —92pD? —2p —2 
 - ne 
A sn = p$— p?— p?(p — 1)... 


— 20° 2 


Le nombre des substitutions à congruence irréducuble est, 


en définitive, 
ACL DE 
2 


25. Comptons les congruences irréductibles. 
Il y a p? polynomes du second degré en 5 tels que le coef- 
ficient de 6? soit égal à 1. Parmi eux il y a p polynomes 


, e ) —\) | Q , ! 4 , 
carrés parfaits et EE polynomes qui, égalés à zéro, ont 


des racines réelles et distinctes. 


AD EU) 


Restent donc p° es = SAME congruences 


irréductubles. 
Donc à chaque congruence irréductible sont attachées 
ns 
p(p — 1) subsütutions. 


26. Dans le cas où 7 appartient à l’exposant p*—1 
}mod [p, f(x)]!, si l’on considère la substitution 
CR RC) 7 ll 


On à 
ae rt eD \ 


D 0 
SPTl— HS DH J° J tr : ! D 
RD Me), 
ou 
sP+I — Cas 725200): 


Comme j?*' appartient à exposant p — 1 mod |p, f(x)||, 
on en conclut que 8 appartient à l’exposant p — 1 (mod p). 

s est donc d'ordre p?— 1. 

La subslitulion s engendre un groupe qui contient le 
groupe K des substitulions singulières. Le nombre des sub- 
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slilulions de ce groupe autres que les substitutions singulières 


est 
PR (D) = IDE) 


27. Soits — (ax + By, yx + Ôy)une substitution à con- 
gruence caractéristique irréductible et supposons que, 7 et 7? 
étant les racines de cette congruence caractéristique, 7 ap- 
partienne à l’exposant p°— 1 }mod[p, f(x)||. 

Il existe deux formes linéaires, ux +oy, u'x +vy, à 
coefficients imaginaires de Galois, que s transforme en 
J(ux+ey) et j?(u'x + vy) respectivement. 

Posons 

æm'=ux +}, Mere 


et prenons x’ et y’, au lieu de x et de y, comme variables. La 
substitution s devient (7x, j?y). 

Alors, les seules substitutions permutables avec s qui ne se 
réduisent pas à une puissance de s sont de la forme (by, cx) 
(vorr le deuxième cas); leur carré est une substitution sin- 
gulière. 

Par suite, le groupe des substitutions permutables avec s 
est d'ordre 2(p°— 1). Le nombre des substitutions conju- 
guées de s est donc 


(rep) pr) 


2(p —1) 2 


D 6 Ô Re I on 
Par suite, on peut dire qu'il y a =p(p — 1) sous-groupes 
cycliques engendrés chacun par une substitution à con- 
gruence caractéristique irréductible, substitution d'ordre 
» I Ù . 
®— 1, et que ces -p(p — 1) sous-groupes forment une suite 
) à D 
complète unique de sous-groupes conjugués. 
28. En résumé, le groupe G contient : 


1° Le groupe K des substitutions singulières, groupe cy- 
clique d'ordre p — 1. 
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nn 


LI E E= p Ç « 
2° = p(p +1) groupes H contenant chacun Île groupe K ; 


chaque groupe H est d'ordre (p —1}?; les substitutions 
correspondantes sont telles que la congruerce caractéris- 
tique a deux racines réelles et distinctes. Les groupes H 
forment une suite complète unique de sous-groupes conju- 
gués. 

° p+1 sous-groupes | d'ordre p(p — 1) contenant cha- 
cun le groupe K. La congruence caractéristique de chaque 
substitution d’un tel groupe Î à une racine double. Les 
groupes [ forment une suite complète de sous-groupes con- 
Jugués. 

° Enfin, =D(P — 1) groupes cycliques J engendrés cha- 
cun par une substitution d'ordre p? — 1 à congruence carac- 
téristique irréductible. Ces groupes J forment encore une 
suite complète unique de sous-groupes conjugués. 


99. Vérificatio DE 


DE = P(P+1) (p —1)( DD) PER = 2 AD 


=(p —1)> [2+p(p+1)(p—2) +(p?—1)}+p(p —1)] 


= _—— [Gp +1) (p—2)+2p + p(p —1)] 
ue PPT [+1 (p—2)+p(p +1) 
= PE ( 2+p)=p(p—1)(p—1)=(p— 1) (p—p). 


20. Exemple :(G.)?. — Une première manière de définir 
ce groupe consiste à écrire les équations de définition qui 
suivent : 

AO NT, ab = ba. 


Le groupe contient alors quatre opérations : 1, @, b, ab. 
[e) Ï 9 Qu #5) 
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Deux quelconques des trois opérations «&, b, ab = c peuvent 
servir d'opéralions génératrices. 
On a 


GO=C, AC — 0; be = «a. 


Voici les sous-groupes: [1],[1,4],[r,b],[1,e], [1,@,0,c|. 


91. Nous définirons ainsi qu'il suit les opérations à expo- 
sants imaginaires de Galois. 

Considérons le groupe (G,)’, p étant un nombre premier. 

Soit f(x) un polynome entier, à coefficients entiers, de 
degré », irréductible suivant le module p. 

Choisissons la congruence f(x) —0o (mod p) comme con- 
gruence fondamentale. 

Soit 7 une imaginaire de Galois. 7 sera de la forme 


Li + Hal + AL? +... + anæNt, 


y, Œos ..) ©, élant des nombres entiers pris suivant le mo- 
dule p. 

Le groupe (G,)"' est engendré par n opérations distinctes 
d'ordre p que je désignerai par &,, @,, ..., @y. 

Je considère une opération unique a. 

Je définis a’ par la formule = a%a%...a?". 

De cette facon, toutes les opérations du groupe seront re- 
présentées par les puissances, réelles ou imaginaires, de &. 

On écrira, pour avertir que l’opération est susceptible 
d'exposants imaginaires, et pour indiquer en même temps 
son ordre p” et la congruence f(x)—0 (mod p) qui sert de 
congruence fondamentale, 


RACE, à 


Si cel sont deux imaginaires de Galois (a'}/ = a‘, par 
définition. 
Exemple : (G,)°. — Prenons comme congruence fonda- 


mentale 
LT EL — 0 (mod 2). 
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Le groupe (G, }? pourra être défini par l'équation unique 
a THXH) — 1; 


soit x une racine de la congruence 4° + x +1—=0 (mod 2). 
Les quatre nombres de Galois sont 0, 1, æ, 1+ x, 


=; Ce = C5) GE = Co 
di= L+X=I, GC = Go 
52. Groupe G,,. — p et q sont deux nombres premiers 


(p>q), g divise p — 1, x est un nombre appartenant à lex- 
posant qg (mod p). 


Les équations de définition sont 


GAUIDI=N, ab = ba®. 
On a 
ab = baf. 
Donc 
db=aab—=abat—= ba??, ip 
db — bat (X entier et positif). 


Soit x’ l'associé de & (mod p). 


Faisons 


Cr DD NT a 


et . 
a) b — ba. 


D'autre part, . 
ab?= ba*b = ba 


ct, plus généralement, 


abr = bYa?. 


Donc 
AXE by == DY où. 


Alors 


a DD — ar ANT DY ba — ar XET BY HU. 


\ . . . . — I 
Telle est la loi de multiplication. En posant à = = On 
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D'ORDRE FINI. 47 
pourra représenter le groupe par le symbole 
az bY 


— (y Fe AE 
or a (x +AaT, y +) 


ax bb — 


CLEO EE D IN OIL, 024.20: Qi ll). 


39. Opérations d'ordre donné. — On a 


at bY = bY ax %, 


Donc 
( az bY }? — 2 D? ax2. 
Mais 
a? D?Y = D?Y axa*T, 
Donc 


(OC = Tes, 


D'une façon générale, 
(ax bY » — phy qua +arr+..….+alr) 


ou 


Supposons y premier avec q. Alors & est différent de r. 
Si l’on fait À = 4, a — 1 est nul (mod p). Donc on a 


(a bY)1= 1 (y premier avec g). 
On a donc 
o(p) = p — 1 opérations d'ordre p (4*, æ premier avec p) 
et 
po(q)=p(q — 1) opérations d'ordre qg (a*bY, y premier avec g). 


Il y a un seul sous-groupe cyclique d'ordre p, ja}, et 
p sous-groupes cycliques d'ordre q 


RAD ROME D EU), 
94. Changement d'opérations génératrices. — Vosons 
a\bi— a! | 


} (Uo 0 
ae b5— b! \ (70) 
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et cherchons à résoudre ces équations par rapport à @ et à b. 
On a 


} 7 Cm } a D CE 
\œ Ka 
ax — (ah br )T — DE a AI — ai— 1 DHEA 
e CLAE tes CAPES | 
! ROUE COR ne 
Ve 0 DS \Y — D67 AS—1 — x—1 99 
MORAL — «a «a ô 
Donc 
x __4 xs} —1 
CH) QAT(—y) —— 
azDY—= a aë—1 DUT a7— 19 0% 
ou bien 
a(1 (x F(1—y)—{ a7)—1 
AQ (TX) + pa T(i—y)— {rx 
MAD IQ À a—1 DUX+OY.. 


Soit d’abord x + 6y —=0 (mod g). 
L’exposant de a devient 


CET CR 
Aat(i-x) | 29 
ab —1 P as —1] 
ou 
A ob 7 
Gr NE) = y VX 
cer at ) Poe œ ) 
Ac 0x7 
== SEReE (t— a tt) 
a — 1 a — 1 
5. Posons 
Aa. pas 
== — —— 
a —] a — 1 


Je dis que w est incongru à zéro (mod p}), si D’ n’est pas 
une puissance de a’. 


En effet, 


ka 


(1—x x) 


a't— qu—1 Que, b'= af b5. 


On ne doit pas pouvoir déterminer x de façon qu'on ait 
simultanément | 
Ux = (mod q) 
et 


(1 — ax) (mod p). 
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Autrement dit, on a 


D < DS (1— a76) (mod p), 
ou 
Rat (a 
PL ) (mod p), 
NCAA) 
ou 
oaT hab 
ere A ur (mod p). 
56. Ainsi 
Ux 
ar pl 5 — qui—arbr), 


Soit z un nombre tel que wz(r — &« *)=1 (mod p) [on 
pourra se donner x £ 0 (mod q), alors z est déterminé |. 


On aura 
Dr 3 
a tee) ï 


On donnera à x les valeurs 1, 2, ..., q — 1, successive- 
meute prendrales valeurs z,, 32, :.., z4=,. 
On choisira la plus petite (ou l’une des plus petites). 


Ainsi, on à 
1 


LaN «(1x #T) 
. Q=\G EU 6 ; 


FE) élant pris (mod p). 


Ayant a, : “. 
DE CRC 


Doit m'u—1 (mod), 


} b=(ar a )# 
En particulier, soit 
| LOBIAE D=Y, 
ne 
D IA0M De 


UNIV. "DE LYON. — LE VAVASSEUR. 
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On a 


a'I—DI—1, (ab). 
Comme ab = ba”, 


HO 


57. Groupe des isomorphismes cogrédients de G,,. — 


On a 


ab = ba, ab — bar, ab = bras, AT bé — Dh a. 
Donc 
DOC UUE 
Bref, 
a} bb. 
d== 
ai+a bi pu 
Puis 
ah DE D = a D bat py. 
Donc 
ar bb 
_ l'axp 


On peut écrire ces substitutions d’une manière plus expli- 
cite, en mettant les cycles en évidence. On a d’abord 


TEL 
— (b#, ax "—1bh, ae 1 pa, HSE aP=d an ph), 
hk=1 
Ensuite, posons 
P=Ii+xq. 
Les p —r1 nombres entiers sont congrus aux (p —:1) 
nombres du Tableau : 


; 2 —1 —— 
CA CAC LL”; Li NO oil = 
à) --1 
]; ti, X, ta”, db CAC 
CL, La, CC Do cn (Cac 


2 —1 
Ax—j) Ax-1X;, Ax1% 0 7) x x 


, à A F 
D ORDRE FINE. J[ 


&œ,; étant un nombre quelconque non congru (mod p) à aucun 
des nombres des z premières lignes du Tableau. 
Alors on a 


æ—1 g—1 
b — Il Î ] RO CAO PO E a ED E) 
er Kk=0 
98. Groupe total des isomorphismes. — Un isomor- 

phisme sera de la forme 

AND 
d= 1 : 

a”,  aWb" 


J transforme ab en a *"“b” et ba” en a" b'a*. 


On a donc 
a+ b— ab" PA 
ou 
ax b'— b'al, 
Mais 
; db — bars”, 
Donc on a 
= à (mod p); 
donc 
D = 


Les isomorphismes sont donnés par la formule générale 


rec b L 
By a ab)’ 


À est premier avec p, & est quelconque. 
Le groupe des isomorphismes est donc d'ordre p(p — 1). 
Le groupe des isomorphismes cogrédients est engendré par 
les deux isomorphismes 


J,2-1, et derde 


99. Voyons comment J;, transforme a*b”. 
Elle transforme cette opération en Mat D)te 
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Mais 


CE 
(az br} — ba æ—1 
donc 
CE Plon. 
(abb}r= bre" at — QT ps 
donc 
x pY 
Di— A œ 5 
ER 
a bY 
Dyudre me XRx+ pal = eu? D Da, NES 
a x—t ù X—1 pY 
k 
Judy OUTIENE EE, pe 
SIP 
ke 
Ju di,ru 


D'ailleurs J, ,— 1; donc 


Ji (uE20)* 
SIN ES 


Soit À l’exposant auquel appartient À (modp}); alors 
= 1 (modp), 
Pons 


40. Application à Gj. — G, a pour ordre 6. Ses équa- 
üons de définition sont a° = b?= 1, ab = ba?. 
Les six opérations du groupe sont r, @, a°, b, ab, a? b. 
P le] ? 1 9 p) 9 
On a, comme sous-eroupes cycliques 
9 le) Y 1 


Ca D ACC sous-groupe d'ordre 3, 
B —[r,b] | 
= 20] sous-groupes d'ordre 2. 
=, ce 0.) 


Ga plc) RENE 
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Posons 
ab = c, AID; (cb}— 1; 
donc 
(LeP=r, DCE Te, 


Les équations b?= c?= 1, (bc) = 1 peuvent servir d’équa- 
uons de définition. 
Soil 
ab = d. 
On à 


Kedb=m=, Co= Web ECE=P= NE 
TG GIE MAGIE 


Ici 
ile Gp 3. 6} 6. 4 
ab) 1 a a ab ab b 
a = — 
+2 pr dat bi ab ab 
æ.2—=I (mod3). 


a=(1,2,3)(4,6,5), 
ae a? bY ou @ a b ab «ab 
7 AA EEN DE GONG ON: a? < 
D (4,4) (2, 5) (3,6). 


ce qui donne la Table de multiplication : 


il a. Ge b. COM AD 
L 2 3 l 5) 6 
3 Û ON ETNIS 
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Les isomorphismes cogrédients sont les suivants : 


RTE D CO: a (Dec), 
b—(a,a)(c,d), c—(a,a?)(b, d) 
et 
d—{(a,aæ)(b,c). 


C’est d’ailleurs aussi le groupe total des isomorphismes; 
en effet, prenons les équations de définition 


CD =, ab = ba?. 


On peut remplacer a par a ou 4°, et b par b ou c ou d. En 
tout 6 isomorphismes. 
Autrement, soient 


DEC, (bce)}*—=1 


les équations de définition. On peut prendre pour b l’une des 
opérations b, ec, d, soit D’, puis pour c l’une des deux opéra- 
üons d'ordre 2 qui restent. En tout 6 isomorphismes. 

Le groupe G; n'a donc que des isomorphismes cogrédients. 

Il n°y à pas d’ailleurs dans G} d'opération conjuguée d’elle- 
même. Ainsi G; est un groupe complet (Burnside, $ 165, 
250): 

En considérant les sous-groupes on a 


a—(8,B,8"), a —(8,8",B) 
B—(8,8"), c—(B,3),  d—(B,B). 


Le groupe G; est donc simplement isomorphe avec le groupe 
symétrique de trois éléments. 
Les suites complètes d'opérations composées sont 


Les suites complètes de sous-groupes conjugués sont 
8 8 


DCI MERE NET NN ETES 


Cr 
Ut 
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41. Les groupes d'ordre 8 : ; 
a. Groupe G, : 
QI 

Sous-groupes : 

fr larl = & Far tal=6G 

(UP es #5 RATER le 040 
Il y a 4 isomorphismes : 

1j A (a, aæ)(a?,af)(a,a!), 


B—={a,a)(ai,a'), AB—(a,a')(a?,añ)(a, a). 


Ces isomorphismes transforment chaque sous-groupe en 
lui-même. 


42. b. Groupe G,G, : 


Soit 


a | = GG CU Cr GMÈC 
ab | =, POWER CCMMIECT 
b\| = Ho Et 
C0) |] 62, 


c| Ir 


CCI Lo ebl=r et] =0 = 0e, 


Isomorphismes. — On peut remplacer à par a, ab, a”, 
ab; b par b, a*b. En tout 8 isomorphismes. 
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b 
Soit À — eo 


a = À ab, abA — Aa, A —A«d, abA — À a; 
bA—=Aa«ab, abA = Ab, LAN IN GE 


À = (a, ab, a”, a b) (b, a? b) = (&; MERE 472) (D, Da) = (œ @>) (Bi B>); 


Ac tab; ab) — (4, 4:)I(:, Qi), 
A Gr ba ab) (bat) (aie, 2 a) D) = CAE) 
At: 
se va à b 
SOIR | À donc 
a ab, 
B — (ae) (D; ab) — (a, 43) (015 0) (PTE); 


ROM CO Mo or) = (cn 5) 
AB (QD; 2) 0 a D) a NOTE EME); 


BG 0) (a; ab) aa) ar a) CAC) 
On a 
VE az bY Pr 
vi ar DE+T ) GREAT ET) 
AR de 
B= ar br (de 0 TP y), 


NI (Toy 2 TEL LT 37) (06%) 
ONE RO AN) (Gr 0 ee 
Ro) = (er) = ie 
AB —(35x+6y+2z+2),x+y)—=(x,x+y), 
AB or Cr ner), 
AB—(9z+6y+2x+2y,xz+y)= (3x, x y). 


45. c. Groupe des isomorphismes de (G, }. — Le groupe 
des isomorphismes de ((G,)* est simplement isomorphe avec 
le groupe G formé des substitutions 


(xxz+6y+ys,a x +$'y+ys,a"x+[Gy+yz), 


où les cocfficients sont des nombres entiers pris (mod 2) avec 


g TN lL< 
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l’unique condition 


Co É 
CHENE 0) (mod 2). 
a! GB" y" 


44. d. Gest défini par les équations 


0 — CT, ab = baa. 


Une opération quelconque sera désignée par la notation 
a'bWo; À, u, y pouvant prendre les valeurs (0, 1). 
Considérons le produit 


a? bY 0% a bb — a? DT a bl-a:+*. 


Mais 
: al b1— b1 ap aP1; 
donc 
bY ax — a bY CASE 
at bY oz a bo" — at + DY+U DST, 
Bref, 


PU ( a bY à }: 


AE bY +4 DV + AY 


Numérotons les substitutions comme l'indique le Tableau 
ci-dessous : 


T: y. 2. 
{1 (0) 0 O 
2 I (0) Co) 
3 o L o) 
©) (0) J 
(o) I I 


D OX « 
© 


Alors 


l atbYoz 
Ol = ; 
axt+1 bY az +Y 


= 
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donc 
= (re) (0) 6) (67) 


a% DY œ 
D= 2 
ee 
BG) 25) SE 8) 


D'où la Table de multiplication : 


45. Opérations d'ordre donné (sous-groupes cycliques) : 


Ordre 2# opérations 2,3; 7 5006, 
Ordre 4 : opérations 7, GP), 8, =); 


On peut former le Tableau suivant : 
Ordre 4... ab aba 


Ordre 2...| a b a |laal bal & 


Le groupe est isomorphe au groupe des substitutions 


1—(%, ÿ,2); a—=(xz+1. y, ÿ +2); = 1, 8)$ 
ab=(x+1, Y EI, Y +2), C2, 2 FL) 
bDa— (x, y, 30); AOL, 5e MED); 


aba=(x+1, Y+r, Y+s+i), Auv=(r+À, Y+u, 3 +v+Ày). 
Ù : b Jai A 


D'ORDRE FINI. 


Il y a deux opérations d’ordre 4, cinq opérations d’ordre 2. 
46. Les groupes cycliques sont 
LA COIN A MO IRROCAEMIRECCAIPMIUCAE 


Les autres sous-groupes sont 


GC GNT MNT Cr DCE 


47. Isomorphismes cogrédients : ba — ab, donc 
a —(b,ba)(ab, aba); 
ab = baa, donc 
De (C, aa) (ab,aba), 
ab — (a, aa)(b, ba). 
Suites complètes d'opérations conjuguées : 


1, à; a,aa; b,ba; ab,aba. 


Suites complètes de sous-groupes conjugués : 


1, nel Ta cb CM CCIEMIEOIREUCAIE 


ee Ge IR ONE DCR 


Un isomorphisme contragrédient sera 


c—(a,b)(aa, ba)(ab,aba): 
d’où 
ac —(a,b,aa,ba), 
bc —(a,;,ba,aa,b), 


abc —(a,;ba)(b,aa)(ab, aba). 


Le groupe des isomorphismes est d'ordre 8. 
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PE GRAND) a? bY à 
a = = a (16 2 D 

a, ba a? bY ay+z Gr 1 


I 
{| 
PEN 
SAS 
Q © 
SEE 
Il 
LT 
& © 
8 à 
Q © 
EURE 
SU 
KE 
| 


( a* DT oz 


aY bT arY+s 


]= Grey +2) 


AC ENT} CES), 

bc = (ve, Re) 

abc = (ST, «y Ex +Y+s) [æ, y et s sont pris (mod2)]. 
De l'équation 


ax b? ot a bb a" — at + br 457 HY 
je déduis, si je cherche l'inverse de a*b?e° 
e déduis, si je cherche l'inverse de a*b”e®, 

NT, = Y: V—2:+xy; 


a* bat est l'inverse de a” b'a° et 


art br + 05H T QE DY 5 +2Y — où bla VHAY ++ Ty + y +a 


— qhbha+hy+ur 


est la transformée de a'bto par a” ba. 


48. Autre mode de génération. — Ona 
DT 0) SES, =, Si) TS; 
donc 
P=IP=T, ab = bai, 
a bé — bras”, a Bu — bla, 


at bY bb — at a DHL — ax +3 bY++, 


; a? bY 
| )= +8 74 nu) 


ar + pY +4 


D'ORDRE FINI. Gi 


Numérotons les opérations comme l'indique le Tableau 
ci-dessous : 


T LA 
{ (e) 0 
2 1 (o) 
3 2 O 
l4 3 (0) 
D ro J 
6 J I 
7 2 1 
8 3 I 


a—(x +3, y) (1, 2,3,4)(5, 8, 7,6). 
D (x, y 1) —(G,5)(2,6)(3,7) (4,8). 


D'où la nouvelle Table de multiplication : 


Le Tableau des opérations est le suivant : 


Ordre #...| «a a | 


Ordre 2...| a | a | b | ab a b 


é 0) 


LA 
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On peut, pour compter les isomorphismes, remplacer a 
par a ou a et b par b, ab, ab, a*b, ce qui fait 8 isomor- 
phismes, etc. 


49. Groupe G: : 
Ab} — @) Ar, ab = ba. 
Une opération quelconque sera de la forme 
a? bY az [æ, y sont pris (mod), 3 est pris (mod2)]. 
On a 


at bY = LY'at ar, 


ar Da ar bo — at Da bia — ax +} DY + as+ VX : 


donc 

À 1. V 
| (o] (0) oO) 
2 I (o) 0 
J (o) 1 (o] 
% ) 0 1 
5 (o) ï I 
6 I (0) I 
7 J I 0 


< a* bY a 
ADO ( ) =(t+À,Y +3 + »+Ày). 


ATX DT bas +VHY 


a=(t+1,Y,5+Y) 
GG 0) 07; 


b— (zx, y +1,55), 
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D'où la Table de multiplication : 


pour 


I 2 SU Du ON TUE 
Fi 1 VE 2 He UNSS 
5 7 one 4 8 6 2 
6 ANRTEME ACER 
D | O1 # 5 I D 9 4) 40 
s l'An Gt SNS Ne 
OLA NN ONE I l 
a DO NO MDN I 
B) 


(ax ba)? — 2 D? 2 — HU à 


À. U. %  M(aveeN)= 
O O I 
] O [0] (C4 
(Q I O (64 
[0] O I I 
] I œ 
] O Lé (C4 
J{ il O (&4 
] I f 64 
D'où le Tableau des opérations : 
Ordre 4... @ laal b | bal ab laba 
Ordre 2...| x c c Ce c! © 
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50. Pour avoir les isomorphismes, on voit qu'on peut 
remplacer a par l’une des six opérations a, aa, b, ba, ab, 
aba, soit a’, et b par l’une des quatre opérations qui restent 
dans cette suite lorsqu'on a supprimé a’ et a'o. 

Soient 


a? bY a 


at bY a+ 


G= (0, ba) (ab aba) = | = Y:Y HS), 


a? bY 3° 


D = (a, 22) (ab, 204) =| [= 020) 


a? bY aï+5 


ab (x, y, LME), 


” a* bY a 
= (a, 22) (0, ab) (ba, aba) = | | 
a 


(ab)ratrs 
Cab) ab; (ab) = 2, (ab}—= aba, (ab)*=1, 


(ab}Y = aY bYaz ; 


2(Y); pour Y=T, 3=0; pour y =2,z3=1; pour y —5, 
ÉDOUL 0): 


RS y(y =) 


CES 


Y(Y—1) 
? 


a? DT a° 
LH ZE 1 Y() 1) ? 
at ty DY œ ei 


Cp V TES +Ey(y =], 


(ab}* = aÿ br 


O1 
I 


—9 


C=[X+2y,y,&+y+xz+s5+iy(y —1)] 


TZ, Y, Yi, DA) 


Ca VO En) CS Dur. 


ac —=[ÎTr+y,7,2x2+y+s++y( =), 
be Pr 920): 


abc — [x + 7, DES E LY(y — 1)|. 


 # 
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Ensuite 
cu azbYaz 
= ] 
Re) 
TRES Sie a* 0Y a= 
(ab) — a bY °° : Se Q— d h LEA } 
bia = av DT ax?, ay ren MEN (ÿY —1) 
d = PERMET AMIE 
ad —[y,xz+y, y +5+xy +4y(y —1)], 
bd —=[Y, L+Y, z+s-+ CO 2 DA 1)|, 
abd —=(r, +7, x +y+s<+axy +ty(y —51)], 
CCE), ca (xp Mn), 
Cl Re 40e) [car y(y +1) est pair], 
acd —=[y,æ+2y,x+y+z 
AJ (y RCE EEE CE) 
acd =|Y,Z, x+y+z+xy), 


RE On) EE On); 
bed = (ÿ T, So x), 


CD 2 Oh) Er er 
abcd —(y,2x, y+z+xy), 


D =fre on ee 
TUE CPI EDT 
d OO =[a+pas+ip(y 1) +H{a+y)(e+y—n)] 
2 —=}x+y,æ,2+i[2+oxy —x+2y(y—:1)]}, 
D RCE) 
ad — [LE x pes EE x (rx), 
bd” =[T+y,tz,æ+z+ix(x—:1)], 
2 


DOUCE Te CE TEE EEE TI (CE h)|| 


cd =Ir+2p2+,2+5+iy(y + He +p)(&+y—1)] 
—}2,2+y,2+y+s5+i2y(y 1) +2" +2xy— x), 


CAN [Tr +, z+Ey+s+Eix(z— 71), 
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acd =ÎrT+2r, x +7, æ+y+sz 
+ty(y —n+4(x+y)(& + y—n1)] 


(x, x+y,z+s+ix(x—:1)], 


bed =[r+ey,z +2 +tyty 0 + y ty nl 


— -— — 


= [&,2+7y, y +z+ix(z—1)], 
abcd — [txc+2y7,æ+y,J+s+{ty(y-D+t(&+r)(x+ry—"n| 
=[x,æ+y,3+{£x(x—7r)]. 


Résumé : 


ANT ec) (CT 2 CE), (CASA EE 
ns oeS  AC) < C=u)II 
NO ECS Re > (7 =), 
Dors try yon Der ee or ET O 
L,æ+y;æ+s+ay +:y(y 1], 

RER RER Re 162) 

(PL T+s+x), (VX L+Y+s+xy), 

COR RAA ARR TP AE 7) 

M D. [x +y,æx, y+s+ix(æz —:1)], 
[r+3,x,xæ+s+lix(x —i)], [r+r,x,æ+y+sz+ix(x —1)], 
[Z,æ+y,x+y+s:+ix(z—nl, [2x,x+y,xz+sz+iz(z—i)], 
[za xz+p,y+s+ix(x—i)], (x, x + y,z+ix(x—:1)]. 


C'est un groupe isomorphe au groupe svmétrique de quatre 
[e) J 
lettres. 
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briques, par L. AUTONNE, ingénieur des Ponts et 
Chaussées, maître de conférences à la Faculté 
…. des Sciences. (Fasc. 20) 3 fr. 
“Sur le résidu électrique des condensateurs, par 
L. HouLrrkvieue, maître de confér. à la Faculté 
M des Sciences. (Fasc. 32). … . . , . 3 fr. 
Synthèse d’aldéhydes et d’acétones dans la série du 

… naphtalène au moyen du chlorure d'aluminium, par 
L. Rousser, docteur ès sciences, chef des trav. 
de chimie génér. à la Faculté des Sciences. 
CHASCRSO)NN LS UT RUN: 3 fr. 
“Recherches expérimentales sur quelques actino- 
mètres électro-chimiques, par H. RicorLor, doc- 
teur ès sciences, chef des travaux de physique à 
” la Faculté des Sciences. (Fasc. 29). 5 fr 
… De la constitution des alcaloïdes végétaux, par 
. X. Causse, docteur ès sciences, chef des Travaux 

de Chimie organique à la Faculté de Médecine 

de l'Université de Lyon. (I, Fasc. 2) . 3 fr. 
Etude sur les occultations d'amas d'étoiles par la 


Librairie J.-B. BAILLIÈRE 


Recherches anatomiques et expérimentales sur la 
métamorphose des Amphibiens anoures, par 
E: BATAILLON, professeur à la Faculté des Scien- 
ces de l'Université de Dijon, avec 6 pl. hors 
texte. (Fasc. 2) RE URRUTR NE 4 fr. 
- Anatomie et Physiologie comparées de la Pholade 
dactyle, Structure, locomotion, tact, olfaction, 
gustation, action dermatoptique, photogénie, avec 
une théorie générale des sensations, par le 
Dr Raphaël Dugois, professeur à la Faculté des 


e . . . 


Librairie GAUTHIER-VILLARS, 


Librairie A. FONTEMOING, 4, rue Le Goff. 


pole lors de l'invasion de Xerxés, par Heuri 
Lecnar, ancien membre de l'Ecole d'Athènes, 
chargé de cours à l'Université de Lyon, 
avec ÀT figures dans le texte et 3 planches hors 
texte (II, Fase. 10) LATE O : fr. 
Cultes militaires de Rome. Les Enseignes, par 
Ch. ReNEL, professeur adjoint à la Faculté des 
Lettres de Lyon, avec 61 gravures dans le texte, 
(LL, Fasc. 12) PEUR 7 fr. 50 
Sophocle. — Etude sur les ressorts dramatiques de 
son théâtre et la composition de ses tragédies, 
par F, ALLèare, professeur à l'Université de 
Lyon. (II, Fasc. 15). 8 fr. 


Librairie Ernest LEROUX, 28, rue Bonaparte. 


de quatre manuscrits, une table analytique et des 
notes par Joanny GRosser, ancien bours'er d'études 
près la Faculté des Lettres (Fasc. 40). A5 fr. 
Recherches sur l’Origine de l’Idée de Dieu, d’après le 
Rig-Véda, par A. Guérinor, docteur és lettres. 
(IL, Fasc. 3) o . 7 fr. 50 
Dictionnaire étymologique du latin et du grec dans 
ses rapports avec le latin d’après la méthode 
évolutionniste. (Linguistique indo-européenne 
appliquée), par Paul RecNaup, professeur de 
Sanscrit et de Grammaire comparée à l'Univer- 
sité de Lyon. (II. Fasc. 19) 10 fr. 


55, quai des Grands-Augustins. 


lune, avec un catalogue normal des pléiades, par 
Joanny LAGRuLA, docteur es sciences, préparateur 
d'astronomie à la Faculté des Sciences de Lyon. 
(M Tasc 5). - 5ufr. 
Sur les combinaisons organomagnésiennes mixtes et 
leur application à des synthèses d'acides, d’al- 
cools et d'hydrocarbures, par Victor GRIGNARD, 
docteur ès sciences. (1, Æasc. 6) . . 8 fr. 50 


Surla décomposition d’une substitution linéaire, réelle 
et orthogonale en un produit d'inversions, par Leon 
AUTONNE, ingenieur des Ponts et Chaussées, maître 
de conférences de mathématiques à l’Université 
de Lyon. (1, Fasc. 12) . 6 fr. 

Quelques considérations sur les groupes d'ordre fini 
et les groupes finis continus, par Le VAvasseuRr, 
maître de conférences de mathématiques à la Ka- 
culté des Sciences de l'Université de Lyon. (I, 
US CN TO) EN NT RARE Ar RE 5 fr, 

Sur les Formes mixtes, par Léon AUTONNE, Inge- 
nieur des Ponts et chaussées, Maître de Confe- 
rences de Mathématiques à la Faculté des Sciences 
de l'Uuiversite de Lyon. (I, asc. 16). 8 fr. 

Recherches expérimentales sur les contacts liquides, 
par A.-M. Cxanoz. docteur es sciences physiques, 
docteur en médecine, ex-préparateur de Physique 
à la Faculté des Sciences de Lyon, chef des Tra- 
vaux de Physique à la Fa ‘ullé de Médecine et de 
Pharmacie de Lyon (I. Fasc. 18). 5 fr. 


Quelques démonstrations relatives à la théorie des 
nombres entiers complexes cubiques. — Pro- 
priétés de groupes d'ordre fini, par Raymond 
Le Vavasseur. professeur à la Faculté des Scien- 
ces de l'Université de Lyon (I. Fase. 21). 8 fr. 


et Fils, 19, rue Hautefeuille. 


Sciences, 68 fig. dans le texte et 15 pl. hors 
texte ERA) CES Tee 18 fr. 
Sur le pneumogastrique des oiseaux, par E. Cou- 
VREUR, docteur ès sciences, chef des travaux de 
hysiologie à la Faculté des Sciences, avec 3 pl. 
ors texle et 40 fig. dans le texte (asc. 4). Æ& fr. 
Recherches sur la valeur morphologique des ap- 
pendices superstaminaux de la fleur des Aris- 
toloches, par Mle A. Mayoux, elève de la Faculté 
des Sciences, avec 3 pl. horstexte. (Fuso. 5). & fr. 


Librairie J.-B, BAILLIÈRE et Fils, 19, rue Hautefeuille. 
(Suite) 


Etude stratigraphique sur le Jurassique inférieur du 
Jura méridional, par Attale Rice, docteur ès 
sciences, chef des travaux de géologie, 2 pl. hors 
texte (asc. 10). SN Dee AT 

Etude expérimentale sur les propriétés attribuées à 
la tuberculine de M. Koch, faite au laboratoire 
de médecine expérimentale et comparée de la 
Faculté de Médecine, par M. le professeur Ar- 
LOING, M. le D' Roper, agrégé, et M. le D’ Caur- 
MONT, agrégé, avec 4 planches en couleurs. 
(Hasc 11) 88 SR ee A0 fr. 

Histologie comparée des Ebénacées dans ses rap- 
ports avec la Morphologie et l’histoire généalogique 
de ces plantes, par Paul PARMENTIER, professeur 
de l’Université, avec 4 planches hors texte. 
(FASCEA12) ER ere fre 

Recherches sur la production et la localisation du 
Tanin chez les fruits comestibles fournis par la 
famille des Pomacées, par Mile A. Mavoux, élève 
de la Faculté des Sciences, 2 planches hors texte. 
CRGSC AT) MR ER RER ET RE fn) 

Etude surle Bilharzia hæmatobia et la Bilharziose, 
par M. Lorrer, doyen de la Faculté de médecine- 
et M. VrALLETON, professeur à la Faculté de mé, 
decine de l’Université de Montpellier, 8 plan- 
ches hors texte et 8 figures dans le texte. 
(Fasc. 16). RAS be re lO fr 

Monographie de la Faune lacustre de l'Eocène 
moyen. par Frédéric Roman, docteur ès sciences, 
préparat. de géologie à l’Université de Lyon,avec 
3 fig. et3 pl. horstexte. (I, Fasc. 1er) 5 fr. 

Etudes sur le Polymorphisme des Champignons, in- 
fluence du milieu.par Jean BeAUVERIE, docteur ès 
sciences, prépar. de botan. Faculté des Sciences de 
Lyon,avec75gr.dansletexte.(I, Fasc. 3). "7 fr.50 

L'Homme quaternaire dans le Bassin du Rhône, 
Etude géologique et anthropologique, par 
rnest CHANTRE, docteur ès sciences, sous- 
directeur du Muséum, avec 74 figures dans le 
texte (1, Fasc. 4) . Re ULe 6 fr 

La Botanique à Lyon avant la Révolution et l’histoire 
du Jardin botanique municipal de cette ville, par 
M. GÉRARD, professeur à la Faculté des Sciences, 
avec 9 fig. dans le texte et 4 pl. hors texte. 
RHGSC LOMME ER 3 fr. 50 

Physiologie comparée de la Marmotte, par le Dr Ra- 
phaël Dugois, professeur à la Facultédes Sciences. 
avec 119 figures et 125 planches hors texte, 
(Ras 25) Re Eee tar 45 fr. 

Etudes sur les terrains tertiaires du Dauphiné, de 

la Savoie, et de la Suisse occidentale, par 
H. Douxami, docteur ès sciences, professeur au 
Lycée de Lyon, avec 6 planches hors texte et 
Heures AUS 27) ee er CO 

Recherches physiologiques sur l'appareil respiratoire 
des oiseaux, par J.-M. Soum, docteur ès sciences, 
professeur au Lycée de Bordeaux, avec 40 figures 
dans le texte. (Fasc. 28) . . . . 3 fr. 50 

Résultats scientifiques de la campagne du « Caudan» 
dans le golfe de Gascogne (août-septembre 1895), 
par R. KœuLrer, professeur de zoologie à la 
Faculté des Sciences. (Fasc. 26). 


Fascicule I. 1 vol. in-80 avec 6 pl. . 6e OT. 
Fascicule IT, 1 vol. in-80 avec 11 pl. . 6 fr. 
Fascicule III. 1 vol. in-8° avec 21 pl. . 20 fr. 


Anatomie pathologique du système lymphatique 
dans la sphère des néoplasmes malins, par le 
Dr C. Recaup, chef des travaux, et le Dr F. Bar- 
JON, préparateur d'anatomie générale et d'histo- 
logie à la Faculté de médecine (Mémoire couronné 


Lyon. — Imprimerie A. REY, 4, rue Gentil — 47839. 


par l'Académie de médecine), avec 4 pl. hors 
texte PAS CNSS)NRR RER > D) fr 
Recherches stratigraphiques et paléontologiques 
dans le Bas-Languedoc, par Frédéric ROMAN, 
docteur ès sciences, préparateur de géologie à la 
Faculté, avec 40 figures dans le texte et 9 plan- 
, Ches hors texte, (Fasc. 34). . . . . … 8 fr. 
Etude du champ électrique de l'atmosphère, par 
: Georges Le CaDxr, docteur ès sciences, assistant 
à l'Observatoire de Lyon, 3 fig. et 10 pl. dans le 
texte" (Fasc ASS) PNG 
Les formes épitoques et l’Evolution des Cirratuliens 
par Maurice CauLLERY, maître de confér. à la 
Faculté des Sciences, et Félix Mesnir, chef de 
Laboratoire à l’Institut Pasteur, 6 pl. hors texte. 
(Rasc 39) Nes 7 fr. 50 


Etude géologique et paléontologique du Carbonifère 
inférieur du Mâconnais, par A. Varrier. docteur 
en médecine et docteur ès sciences, avec 11 figures 
et 12 planches horstexte. (I, Fasc. 7). . Sfr. 

Contributions à l’Embryologie des Nématodes, par 
A. ConrE, docteur ès sciences, prépar. de Zoo. 
logie à l'Université de Lyon. (I, Fasc. 8). 5 fr- 

Contributions à l’étude des larves et des métamor- 
phoses des diptères, par C. VAney, docteur és 
sciences, agrégé des sciences naturelles, chef des 
travaux de Zoologie à l'Université de Lyon. 
(1, Fasc. 9) . SET TN ee GTS 

Contribution à l’étude de la classe des Nymphéinées, 
par J.-B.-J. CHiFFLor, docteur ès sciences natu- 
relles, licencié ès sciences physiques, chef des 
Travaux de Botanique à la Faculté des sciences, 
sous-directeur du Jardin botanique de la Viile, 
214 figures dans le texte. (1, Fasc. 10). ‘7 fr. 50 


Monographie géologique et paléontologique des Cor- 
bières orientales, par Louis Doncreux, docteur 
és sciences, Collaborateur auxiliaire au service de 
la carte géologique de France, avec 69 figures 
dans le texte, 7 planches hors texte et une carte 
géologique. (l, Fasc. 11). T8 fr 

Contribution à l’étude des composés diazoamidés, par 
Louis MEuniER, docteur ès sciences, chef des tra- 
vaux de chimie à la Faculté des sciences de l'Uni- 
versité de Lyon, (I, Fasc. 13) . . 5 fr 


Etude stratigraphique et paléontologique sur la 
Zone à Lioceras concavum du Mont d’Or lyonnais, 
par Attale Rice, docteur ès sciences, chargé 
d'un cours complémentaire de Géologie à la Fa- 
culté des sciences de l'Université de Lyon, avec 
7 figures dans le texte et 11 planches hors texte 
CPAS CAL) EE REREEE Se 7 fr. 50 

Catalogue descriptif des Fossiles nummulitiques de 
l'Aude et de l’Hérault. — PREMIÈRE PARTIE : 
Montagne noire et Minervois, per Louis Doncieux, 
docteur ès sciences, préparateur-adjoint au La- 
boratoire de géologie de la Faculté des sciences 
de Lyon ; en collaboration avec MM. J. Mrquer | 
et J, LAMBERT, avec 8 figures dans le texte et 
5 planches hors texte (I, Fasc. 17) . G fr. 

Minéralogie des départements du Rhône et de la Loire, 
par Ferdinand GonNarp, ingénieur des Arts et 
Manufactures, avec 31 figures intercalées dans 
le texte, (1, Fascicule 19). . . . 4 fr. 

Recherches sur l’anatomie comparée et le dévelop 
pement des Ixodidés, par Amédée Bonner, docteur. 
es'£<ciences, préparateur de zoologie à la Faculté 
des Sciences de l'Université de Lyon, avec 1044 
figures dans le texte et 6 planches hors texte” 
(LiRasc 20) NL INEENER RER j 
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